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La geometria ilumina el intelecto y templa la
mente. Todas sus pruebas son claras y ordenadas.
Apenas caben errores en el razonamiento geométrico,
pues esta bien dispuesto y ordenado. Asi, no es pro-
bable que la mente que se aplica a la geometria con
regularidad cometa errores. De este modo, quien
sabe geometria adquiere inteligencia.
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Introduccion

La geometria es, junto a la teoria de nimeros, una de las ramas mas antiguas
de la matematica. Si por un momento restringimos el término para referirnos
a lo que los antiguos griegos entendian como tal, podemos decir que su objeto
de estudio estd intimamente arraigado en nuestra forma de concebir la realidad.
Toda la informacién que recibimos del mundo que nos rodea, todo lo que vemos,
oimos y tocamos, lo procesamos en primera instancia en términos geométricos.
Sin embargo, no podemos considerar a las leyes formales que rigen el espacio
tridimensional que percibimos como una parte de la fisica. Al contrario que
las leyes fisicas, las leyes de la geometria nos son dadas a priori, en cuanto que
ninguna experiencia puede confirmar o refutar ninguna de ellas. Por ejemplo,
podemos asegurar a priori que es imposible percibir una recta que posea dos
paralelas por un mismo punto.! Nuestra intuicién geométrica nos permite de-
cidir inmediatamente la verdad o falsedad de un gran ntmero de afirmaciones.
A su vez, de todas ellas se sigue mediante razonamientos légicos un cuerpo
de teoremas no menos numeroso que, si nuestra intuiciéon no alcanza a validar
directamente, al menos los corrobora en instancias particulares.

Los antiguos griegos exploraron en profundidad este cuerpo de teoremas y
llegaron a comprender en gran medida su estructura légica. Tanto es asi que
en sus exposiciones més elaboradas, el modelo de las cuales son, sin duda, los
Elementos de Euclides, no solo se demuestran con un gran sentido del rigor todos
los hechos no evidentes, sino que incluso los que cualquiera daria tranquilamente
por obvios son demostrados a partir del minimo nimero de principios a los que
el autor pudo reducirlos.

Fermat y Descartes descubrieron que la geometria como teoria logica es equi-
valente a una estructura algebraica, esencialmente al espacio vectorial R3, en el
sentido de que los puntos, rectas, planos, circunferencias, etc. pueden ser iden-
tificados con ciertos subconjuntos de R® de modo que los teoremas geométricos
sobre estos conceptos se corresponden con los teoremas algebraicos sobre sus
conjuntos asociados. Asi surgié la llamada geometria analitica y con ella la
clave para una comprension mucho mas profunda de la geometria en general.

El algebra es especialmente dada a encontrar principios profundos, poco evi-
dentes por si mismos pero enormemente iluminadores. El que una determinada
afirmacion se nos aparezca o no como evidente es una cuestion psicoldgica sin

IPor supuesto, salvo que pervirtamos el significado de la palabra “recta” y lo confundamos,
por ejemplo, con un concepto fisico como pueda ser el de “trayectoria de un rayo de luz”.
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< Introduccién

ningun significado matemético, por lo que la geometria axiomdtica al estilo de
Euclides se considera hoy, con razén, como algo superado. El tratamiento al-
gebraico de la geometria, aparte de ser logicamente mds simple, nos abre las
puertas de “otras geometrias”, es decir, de otras teorias algebraicas lo suficien-
temente cercanas a las de la geometria tradicional euclidea como para que sea
justo englobarlas bajo el mismo nombre. El caso méas elemental es la sustitucion
del exponente en R? por cualquier otro niimero natural. No tenemos ninguna
intuicién que pueda aplicarse a R*, pero el cambio de un 3 por un 4 apenas
modifica la teoria algebraica, que de hecho se desarrolla sin dificultad y por
el mismo precio en el espacio general R". Otros casos menos triviales son las
geometrias no euclideas o las geometrias basadas en los nimeros complejos.

La algebrizacion de la geometria no supone tinicamente un cambio de len-
guaje. En el siglo XIX la geometria, al igual que las demés ramas de la ma-
temadtica, experimenté un desarrollo gigantesco en varias direcciones. Por un
lado, Poncelet senté las bases de la geometria proyectiva, que viene a demostrar
que nuestra intuicién nos proporciona una imagen sesgada de una estructura
algebraica mas regular de lo que los ojos nos muestran. Esta regularidad se
pone de manifiesto postulando la existencia de puntos infinitos. Gracias a ellos,
una hipérbola y una elipse pueden considerarse como una misma figura vista
desde posiciones distintas (la primera con dos puntos en el infinito y la segunda
con todos sus puntos finitos). Si postulamos la existencia de puntos imaginarios
(en el sentido de los nimeros complejos) la regularidad de la geometria se mul-
tiplica una vez mas. Por otra parte, Gauss mostré las posibilidades del calculo
diferencial aplicado al estudio de las superficies. La geometria diferencial es hoy
la aproximaciéon méas potente a la mayoria de las ramas de la geometria.

El objeto de este libro es presentar una panoramica de la geometria previa a
la geometria diferencial. Mas precisamente, de la geometria sin topologia. Hay
varias razones por las que consideramos 1itil conocer las técnicas no topologicas
en geometria. Por una parte entre ellas se encuentran las técnicas genuinamente
algebraicas, que son de gran valor en si mismas y por sus posibilidades de
aplicacion. En muchos casos el dlgebra suple con razonamientos conceptuales
exquisitamente limpios lo que en un enfoque mas directo se convertiria en una
ristra de céalculos, concluyentes pero ciegos.

En segundo lugar, y a pesar de que mas arriba la hayamos calificado de
anticuada, es interesante conocer la geometria sintética, es decir, la geometria
tradicional que parte de axiomas evidentes intuitivamente. Esta aproximacién
es la Unica que justifica que ciertas ramas del algebra describen realmente las
leyes de nuestra intuicién. Formalmente es posible evitarla, pero con ello se
incurre en una especie de “estafa legal”. Pensemos por ejemplo en un resultado
tan cldsico como el teorema de Pitagoras. Podemos definir la norma de un vector
de R? como ||(z,y)|| = /22 + y? y la perpendicularidad como (z,y) L (2/,y")
siy sélo si zz’ +yy' = 0, y a partir de aqui demostrar el teorema de Pitdgoras,
pero esa demostracién, légicamente irrefutable, no puede convencer a nadie
de la validez del teorema si antes no se nos “demuestran” las definiciones, si
antes no se nos convence de que si tomamos un papel cuadriculado y clavamos
las dos puntas del compds en los angulos opuestos de un rectangulo de lados
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3 y 4, nos encontraremos con que podemos girarlo hasta situarlo sobre dos
puntos que disten 5 unidades, o que si dibujamos los vectores (2,1) y (—1,2)
obtendremos realmente segmentos perpendiculares. Al igual que este ejemplo
podemos encontrar muchisimos mas, en torno a la definiciéon de la medida de
angulos, de las razones trigonométricas, de la ortogonalidad de vectores, del
calculo diferencial bésico, etc.

Cubrir estas lagunas apenas cuesta cuatro de los trece capitulos que tiene
este libro, por lo que creemos que merece la pena.






Capitulo I

La geometria absoluta

El objeto de estudio de la geometria es lo que se conoce como el espacio.
No es posible definir este concepto, pero todos tenemos una idea intuitiva del
mismo. Nuestra intencién es obtener un modelo matematico del espacio, para
lo cual iremos introduciendo axiométicamente afirmaciones intuitivamente evi-
dentes, hasta llegar a un punto en que podamos probar que sélo hay un objeto
matematico que satisface dichas propiedades.

La primera aproximacion a la caracterizacién matemdtica del espacio en el
seno de la teoria de conjuntos serd precisamente concebirlo como tal, es decir,
considerar al espacio como un conjunto E a cuyos elementos llamaremos puntos.
Un punto es una posicién en el espacio, carente de toda extensiéon. Un punto
ortogréfico es una buena imagen de un punto geométrico, si bien hemos de tener
presente que la pequenia mancha de tinta tiene una cierta extensién, de la que
debemos hacer abstraccion.

Hay dos conceptos més que se encuentran al mismo nivel elemental que el
concepto de punto. Se trata de los conceptos de recta y plano. De nuevo es
imposible definir la caracteristica que diferencia a una linea recta de una linea
curva o a una superficie plana de una superficie curva, pero intuitivamente todos
sabemos distinguir las rectas y los planos de las restantes curvas y superficies.

Una recta r y un plano 7 que se cortan en un punto P.

Hemos de hacer una aclaracion sobre la interpretacién que vamos a dar a
estas palabras: una hoja de papel proporciona una buena imagen de un plano,
salvo por el hecho de que la hoja termina en unos bordes, mientras que para
nosotros un plano serd una superficie ilimitada. Si apoyamos la hoja en una
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mesa, la superficie de la mesa representa una porcién méas amplia del mismo
plano que representa la hoja. Similarmente, por una recta entenderemos una
linea recta sin extremos, de modo que si trazamos una porcién de recta con
la ayuda de una regla, cualquier extensién de la misma por cualquiera de sus
extremos serd una porciéon mayor de la misma recta. Del mismo modo que hemos
hecho con el espacio, podemos concebir las rectas y los planos como conjuntos
de puntos, es decir, como ciertos subconjuntos de E que no podemos definir.

1.1 Axiomas de incidencia

Definicién 1.1 Una geometria (tridimensional) estd formada por un conjunto
FE al que llamaremos espacio—y a cuyos elementos llamaremos puntos— junto
con dos familias no vacias de subconjuntos de E a cuyos elementos llamaremos
respectivamente rectas y planos, de modo que se cumplan los siete axiomas
indicados mas abajo.

Diremos que una recta o plano X pasa por un punto P, o que X incide en
el punto P, si P € X.

Axioma A1l Por cada par de puntos distintos P y @ pasa una unica recta,
que representaremos por PQ.
Axioma A2 Toda recta pasa al menos por dos puntos.

Diremos que tres o mas puntos son colineales si hay una recta que pasa por

todos ellos.

Axioma A3 Por cada tres puntos no colineales P, @), R pasa un unico plano,
al que representaremos por PQR.

Axioma A4 Todo plano contiene tres puntos no colineales

Axioma A5 Si una recta v tiene dos puntos en comun con un plano w, en-
tonces r estd contenida en .

Axioma A6 Si dos planos tienen un punto en comin, entonces tienen dos
puntos en comun.t

Diremos que cuatro o mas puntos son coplanares si hay un plano que pasa
por todos ellos.
Axioma A7 FEzisten cuatro puntos distintos no coplanares.

Veamos algunas consecuencias de estos axiomas bésicos. Todas ellas son

elementales, asi que omitiremos los detalles de las pruebas.

Si una recta o un plano X no pasa por un punto P, diremos que P es un
punto exterior a X.

1 Este axioma implica que la dimensién del espacio es < 3, mientras que el siguiente implica
que es > 3.
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Teorema 1.2 Toda recta tiene un punto exterior contenido en un plano dado
(Por A4)

Teorema 1.3 Todo plano tiene un punto exterior. (Por A7)

Teorema 1.4 Si P y QQ son puntos de una recta r y R es exterior ar, entonces
P, Q y R no son colineales. (Por Al)

Teorema 1.5 Si P, @ y R son puntos de un plano ™ no colineales y S es
exterior a m, entonces P, Q, R y S no son coplanares. (Por A3)

Teorema 1.6 Dados dos planos distintos, entonces o bien mo tienen puntos
comunes o bien su interseccion es una recta. (Por A6y A3)

Diremos que dos planos son coincidentes si son iguales, secantes (lat. ‘que se
cortan’) si su interseccién es una recta y paralelos (gr. ‘uno al lado del otro’) si
no tienen puntos comunes.

Teorema 1.7 Dos rectas distintas tienen como mdxrimo un punto en comun.
(Por A1)

Diremos que dos rectas son coincidentes si son iguales, secantes si su inter-
seccién es un punto, y si no tienen puntos comunes diremos que son paralelas si
estan contenidas en un mismo plano o que se cruzan en caso contrario.

Teorema 1.8 Dados un plano y una recta, o bien no tienen puntos comunes,
o bien tienen un dnico punto en comun, o bien la recta estd contenida en el
plano. (Por A5)

Diremos que una recta y un plano son secantes si se cortan en un punto y
paralelos si no tienen puntos comunes.

Teorema 1.9 Una recta y un punto exterior a ella estdn contenidos en un unico
plano. (Por A2, A3y A5)

Teorema 1.10 Dos rectas secantes estan contenidas en un unico plano.

1.2 Axiomas de ordenacion

Si fijamos dos puntos A y B en una recta r y establecemos que A estd a
la izquierda de B, esto determina cudando un punto cualquiera de r estd a la
izquierda o a la derecha de otro punto de r. Ma&s ain, tiene sentido decir qué
punto estd mas a la izquierda o més a la derecha de uno dado, es decir, los puntos
de la recta quedan ordenados por el criterio de que un punto es menor cuanto
mas a la izquierda se encuentra. Es importante notar que la nocién de izquierda
y derecha es relativa, pues si giramos la recta, la izquierda se convierte en
derecha y viceversa. Los axiomas siguientes recogen las propiedades necesarias
para determinar estas nociones intuitivas.

Definicién 1.11 Una geometria estd ordenada si cada par ordenado de puntos
distintos A y B tiene asociado una relacion <4p sobre los puntos de la recta
AB de tal modo que se satisfacen los cinco axiomas siguientes:
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Axioma B1 Para todo par de puntos distintos A y B, la relacion <ap es una
relacion de orden total sobre la recta AB, es decir, es reflexiva, antisimétrica,
transitiva y todo par de puntos P y Q de AB cumple P <ap Q o bien Q <ap P.
Ademds, con este orden, la recta no tiene mdzximo ni minimo, y para todo par
de puntos P <ap Q, existe un punto R tal que P <ap R <ap Q.

Axioma B2 Para todo par de puntos distintos A y B se cumple A <ap B.

Axioma B3 Si A y B son dos puntos distintos y P, @ son dos puntos de la
recta AB, entonces P <ap @ si y solo si Q <pa P.

Axioma B4 Si A # B y C # D son pares de puntos de una misma recta,
entonces <ap = <cp 0 bien <ap = <pc.

Los axiomas B3 y B4 afirman que en realidad sé6lo estamos considerando dos
ordenaciones en cada recta, y una es la inversa de la otra. Diremos que un punto
P estd entre dos puntos A y B si los tres son colineales y A <ap P <ap B.

Axioma B5 Sean A, B, C tres puntos no colineales y r una recta contenida
en el plano ABC' pero que no pase por ninguno de ellos. Sir pasa por un punto
situado entre A y B, entonces r pasa por un punto entre A y C o bien por un
punto entre B y C, y solo se da uno de los dos casos.

C

Teorema 1.12 Dados tres puntos A, B, C, se cumple que B estd entre A y C
sty sdlo si estd entre C' y A. (Por B2)

Definicién 1.13 Dados dos puntos distintos A y B, llamaremos segmento (lat.
‘corte’) de extremos Ay B al conjunto de los puntos situados entre A y B. Lo
representaremos por AB.

Por el teorema anterior AB = BA. Observemos que un segmento s contiene
a sus extremos, luego estd contenido en una tnica recta, a la que llamaremos
prolongacion de s. Los extremos de s son el maximo y el minimo para cualquiera
de las ordenaciones de su prolongacion, luego estan determinados por s, es decir,
dos segmentos son iguales si y sélo si tienen los mismos extremos.

Si a una recta le quitamos un punto, ésta queda dividida en dos partes. El
teorema siguiente lo demuestra, al tiempo que caracteriza a cada una de estas
partes. Para enunciarlo conviene adoptar el convenio de que AA = {A}, si bien
no consideraremos como segmentos a estos conjuntos de un solo punto.



1.2. Axiomas de ordenacion 5

Teorema 1.14 Sea r una recta y O un punto de r. Entonces la relacidn en
r\ {O} dada por P ~ Q si y sdlo si O ¢ PQ es una relacion de equivalencia
con exactamente dos clases de equivalencia.

DEMOSTRACION: Sea B un punto de r y sea A tal que A <pp O <o B.
Es facil ver que P ~ @ si y sélo si P y @ son ambos mayores que O o ambos
menores que O respecto a la relacién <pp, de donde se sigue inmediatamente
que la relacién es de equivalencia. Ademads hay sélo dos clases, a saber, la clase
de A y la clase de B. n

Definicién 1.15 Dado un punto O en una recta r llamaremos semirrectas en
r con origen en O a cada una de las dos clases de equivalencia descritas en el
teorema anterior junto con el punto O.

Claramente, dados dos puntos distintos O y A, existe una tnica semirrecta
—
de origen O y que pasa por A. La representaremos por OA. Es facil ver que
—
OA={PecOA| O <pa P}.

Una semirrecta estd contenida en una tnica recta, a la que llamaremos su
prolongacion. Notemos que si s es una semirrecta, entonces el origen de s es
el maximo o el minimo de s respecto a cada una de las dos ordenaciones de
su prolongacién. Si es el minimo entonces s no tiene méximo y viceversa. Por
consiguiente una semirrecta determina a su origen, de modo que dos semirrectas
iguales tienen el mismo origen.

Si s es una semirrecta, existe una tinica semirrecta distinta de s con la misma
prolongacién y el mismo origen. A ésta la llamaremos semirrecta complemen-
taria de s. El iinico punto en comin entre una semirrecta y su complementaria
es el origen de ambas.

Del mismo modo que un punto divide a una recta en dos semirrectas, una
recta divide a un plano en dos semiplanos. El teorema siguiente lo demuestra.

Teorema 1.16 Sea m un plano y r una recta contenida en w. Entonces la
relacidn en w \ r dada por P ~ Q si y sdlo si T no corta a PQ es una relacion
de equivalencia con exactamente dos clases de equivalencia.

DEMOSTRACION: La relacién es obviamente reflexiva y simétrica, y es tran-
sitiva por el axioma B5. Tomemos un punto A de 7 exterior a r y un punto X
en r. La recta AX estd contenida en 7 y corta a r Unicamente en X, luego si
tomamos un punto B en AX tal que X esté entre A y B, ciertamente B € 7\ r.
Miés atin, A o B. De nuevo el axioma B5 implica que todo punto de 7 \ 7 es
equivalente a A o a B, luego s6lo hay dos clases de equivalencia. [

Definicién 1.17 Sea 7 un plano y r una recta contenida en 7. Llamaremos
semiplanos en w de frontera r a las uniones de cada una de las dos clases de
equivalencia descritas en el teorema anterior con la recta r.
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Dada una recta r y un punto exterior A, existe un unico semiplano de frontera

=,
r y que contiene a A. Lo representaremos por rA, y es el conjunto de todos los
puntos X del plano que contiene a r y a A tales que r no corta al segmento AX.

Un semiplano s estd contenido en un tinico plano, al que llamaremos su pro-
longacion. La frontera de s esta formada por los puntos X con la propiedad de
que existe una semirrecta de origen X contenida en s cuya semirrecta comple-
mentaria no tiene mas punto en s que el propio X. Por lo tanto s determina a
su frontera, es decir, si dos semiplanos son iguales, sus fronteras son iguales.

Dado un semiplano s, existe un unico semiplano distinto de s con la misma
prolongacién y con la misma frontera, al que llamaremos semiplano complemen-
tario de s. Los tinicos puntos en comin entre un semiplano y su complementario
son los de la frontera.

Ejercicio: Probar que un plano divide al espacio en dos semiespacios. Definir los
conceptos de prolongacion de un semiespacio y semiespacio complementario.

Definicién 1.18 Un conjunto de puntos F' es convero si cuando A, B son
puntos de I’ entonces el segmento AB esté contenido en F.

Es facil probar que las rectas, los planos, los segmentos, las semirrectas, los
semiplanos y los semiespacios son conjuntos convexos. Asi mismo es claro que
la interseccién de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

1.3 Angulos y tridngulos

Definicion 1.19 Sean [; y I3 dos semirrectas con origen comin O y no conte-
nidas en la misma recta. Sean r1 y ry sus respectivas prolongaciones. Sea 7 el
plano que las contiene. Es claro que [y estd contenido en uno de los semiplanos
en que 19 divide a 7 y lo estd contenido en uno de los semiplanos en que ry
divide a 7. Llamaremos dngulo (lat. ‘rincén’) de wvértice (lat. ‘cumbre’) O y
lados l; y l5 a la interseccién del semiplano de 7 respecto a ro que contiene a [y
con el semiplano de 7 respecto a r; que contiene a ly. Lo representaremos @
Los puntos de [y y I3 constituyen la frontera del angulo.

Observemos que @ contiene mas puntos, aparte de los de sus lados. De
hecho es un conjunto convexo, pues es la intersecciéon de dos conjuntos convexos.
Por lo tanto, si A y B son puntos en [y y lo respectivamente, entonces todos los
puntos entre ellos estdn en el dngulo.

Si tres puntos A, O y B no son colineales, llamaremos A0B al angulo de
vértice O y lados O_A y O.B>

Un angulo estd contenido en un tunico plano, llamado su soporte. Es facil
probar que un angulo determina su vértice y sus lados.

Dos rectas secantes dividen el plano que las contiene en cuatro angulos con
vértice comin. Dos angulos con el mismo vértice, un lado en comin y los otros



1.3. Angulos y tridngulos 7

lados formados por semirrectas complementarias se llaman angulos adyacentes.
Dos dngulos con el mismo vértice y cuyos lados son semirrectas complementarias
se llaman angulos opuestos por el vértice. Cada angulo tiene exactamente dos
angulos adyacentes y un angulo opuesto por el vértice.

Angulo adyacente

la

Angulo
opuesto

Angulo adyacente

Teorema 1.20 Sean A, O, B puntos no colineales en un plano m. Entonces

una semirrecta de origen O y contenida en 7 estd contenida en el dngulo AOB
si y sdélo si corta al segmento AB.

DEMOSTRACION: Sea s una semirrecta de origen O y contenida en 7. Pode-
mos suponer que no es uno de los lados de AOB. Si s corta a AB en un punto
X y P es cualquier otro punto de s (distinto de O), entonces la prolongacién
del segmento PX es la prolongacién de s, que corta a los lados del dngulo en el
punto O, y éste no estd en PX. Por lo tanto P y X estdn en los mismos semi-
planos respecto a los lados del angulo, y como X estd en el angulo, P también.
Esto prueba que s estd contenida en AOB.

Reciprocamente, supongamos que s esta contenida en AOB. Seasla prolon-
gacién de s y consideremos un punto C tal que O esté entre C'y B. Los puntos
A, By C no son colineales, y § no pasa por ninguno de ellos. Como s pasa por
O, que es un punto entre C' y B, por el axioma B5 ha de pasar por un punto
entre A y B o bien por un punto entre A y C. Ahora bien, s estd contenida en
A0B y puesto que al pasar por O cruza a la vez los dos lados de s, es claro que
la semirrecta complementaria de s estd contenida en el angulo opuesto por el
vértice a AOB. Sin embargo el segmento AC esta contenido en el dngulo A/O\C',
que es uno de los adyacentes a AOB. Por lo tanto 5 no puede cortar a AC. Asi
pues, 5 corta a AB. Sin embargo, la semirrecta complementaria de s no puede
cortar a este segmento, pues estd fuera de AOB. Concluimos que es s quien
corta al segmento. m

Observemos que si un punto P estd en un angulo AOB entonces la semirrecta
— —_—
OP estéd contenida en AOB.

Teorema 1.21 Dos dngulos con un lado en comin y contenidos en el mismo
semiplano respecto a €l estan contenidos el uno en el otro.

DEMOSTRACION: Los angulos serdn de la forma ITOE y A/OE Suponga-
mos que el segmento AB; no corta a la recta OBs. Entonces todos los puntos
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de AB; estdn en el mismo semiplano que A respecto a OBy, y por hipdtesis
también estdn en el mismo semiplano que Bs respecto a OA. Por lo tanto AB;

esta contenido en A/O—Eg Si P es cualquier punto de A/OE (que no esté en
OA) la semirrecta 0.15 corta a AB; en un punto X. Si X = P ya tenemos que
P esta en A/OE En caso contrario, el segmento X P no contiene a O, por lo
que X y P estan en los mismos semiplanos respecto a los lados de A/OE, luego
P estd en A/OE _

Supongamos ahora que AB; corta a la recta OBy en un punto X. Entonces
X estd en A/OE, luego estd en el mismo semiplano que By respecto a OA,
luego en realidad X estd en O—B>2. Esto implica que A0X = z@, luego no
perdemos generalidad si suponemos que X = Bsy. Ahora, si P estd en A/OE la
semirrecta O—1>D corta a ABsy, luego corta a AB1, luego estd contenida en A/OE,
luego P esta en A/OE L]

De la prueba del teorema anterior y del teorema 1.20 se deduce el hecho
siguiente:

Teorema 1.22 Sean Iy, ls yl3 semirrectas de origen O y tales que lo y I3 estén
contemdas en un mismo semzplano de frontera la prolongaczon de ly. Entonces

1112 estd contenido en Iz 1ls st y solo si ly estd contenida en s 1l3.

Definiciéon 1.23 Sean A, B y C tres puntos no colineales. Llamaremos tridn-
gulo de vértices A, B 'y C a la interseccién de los angulos BAC, ABC y ACB.
Lo representaremos por ABC'.

Los angulos E&E, ABC y ACB se llaman dngulos del tridngulo ABC.
Cuando no haya ambigiiedad, nos referiremos a ellos como A, By C, respecti-
vamente (es decir, los nombraremos por sus vértices). Los segmentos AB, AC'y

BC se llaman lados de ABC'. Los tres lados de un tridngulo forman su frontera.

Los lados AB y AC se llaman lados contiguos al dngulo A, mientras que el
lado BC es el lado opuesto al dngulo A (similarmente con los otros dos dngulos).

Normalmente llamaremos a, b y c a los lados de un tridngulo ABC de modo
que a serd el lado opuesto al angulo A b sera el lado opuesto a B y ¢ serd el
lado opuesto a C.
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1.4 Axiomas de congruencia

Continuamos introduciendo conceptos geométricos basicos ocupandonos de
la congruencia de figuras. La idea subyacente es que dos figuras son congruen-
tes si se diferencian a lo sumo en su posicién en el espacio, es decir, si una
puede convertirse en la otra mediante un movimiento. Aunque en principio el
concepto de congruencia es aplicable a cualquier figura, de momento sélo nece-
sitamos considerar congruencias de segmentos, dngulos y tridngulos. Adems4s,
la congruencia de tridngulos puede definirse en términos de las otras dos.

Definicién 1.24 Una geometria métrica es una geometria ordenada junto con
dos relaciones, que llamaremos de congruencia y las representaremos por =,
definidas respectivamente sobre los conjuntos de los segmentos y angulos, y que
cumplen los axiomas siguientes:

Axioma C1 Las dos congruencias son relaciones de equivalencia, es decir,
son reflexivas, simétricas y transitivas.

Axioma C2 Dados tres puntos A, By A’ y una semirrecta s de origen A’,
existe un inico punto B’ en s tal que AB = A'B’.

Axioma C3 Sean A, B, C puntos colineales de modo que B esté entre A y
C, sean A', B’_yC" otros tres puntos en las mismas condiciones. Entonces, si
AB = A'B" y BC = B'C’, también AC = A'C".

Axioma C4 Sea L un dngulo, s una semirrecta y m un semiplano cuya fron-
tera sea la prolongacion de s. Entonces existe un unico dngulo L' contenido en
w, con un lado igual a s y tal que L =L'.

Diremos que dos tridngulos Ty T” son congruentes si existe una correspon-
dencia entre sus vértices para la cual cada par de lados y dngulos correspondien-
—_—

tes son congruentes. En lo sucesivo, cuando digamos que dos tridngulos ABC

y A’B’'C’ son congruentes, se sobreentenderd que cumplen la definicién para la
correspondencia A — A’, B — B’, C — C’, es decir, que AB = A’B’, etc.

Axioma C5 Dado un tridngulo ABC, un segmento A’B’ = AB y un semi-
plano m de frontera la prolongacion de A’ B’, existe un (unico) tridangulo A’ B'C’
contenido en 7 y congruente con ABC.

Observemos que la unicidad del tridngulo se sigue del axioma C4, pues las
rectas A’C’ y B’C’ son tnicas, y C’ ha de ser su interseccién. En el lenguaje tra-
dicional de la geometria es costumbre hablar de dngulos, segmentos y triangulos
‘iguales’ en el sentido que aqui hemos dado a la palabra ‘congruentes’, mientras
que para indicar que dos segmentos, dngulos o tridngulos son iguales en el sen-
tido conjuntista, es decir, que contienen los mismos puntos, se suele decir que
son ‘coincidentes’. Nosotros usaremos estos términos excepto cuando pueda dar
lugar a confusién.

Comencemos estudiando las propiedades de la congruencia de segmentos. El
axioma C3 nos permite definir una suma:
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Teorema 1.25 Dados dos segmentos AB y CD existe un segmento PQ con
la propiedad de que existe un punto R entre P y Q de modo que PR = AB
y RQ = CD. La clase de congruencia de PQ sélo depende de las clases de
congruencia de AB y CD.

DEMOSTRACION: Tomamos por ejemplo P = Ay R = B. Ahora considera-
mos la semirrecta de AB con origen By que no contiene a A. Por el axioma C2
existe en ella un punto Q tal que RQ = CD. Es claro que P, Q y R cumplen
lo pedido. El resto es consecuencia del axioma C3. L]

Definiciéon 1.26 En las condiciones del teorema anterior, escribiremos
PQ=AB+CD,
entendiendo la expresiéon como una igualdad entre clases de congruencia.

De este modo tenemos definida la suma de dos (clases de) segmentos cuales-
quiera. Es obvio que esta suma es asociativa y conmutativa. El hecho siguiente
no es exactamente una consecuencia inmediata de la definicién de suma:

Teorema 1.27 5i PQ = u+v entonces existe un punto R entre P y Q tal que
PR=uy RQ=v.

DEMOSTRACION: Por el axioma C2 existe un punto R en la semirrecta P—Cj
tal que PR = u. Del mismo modo, existe un punto R’ en la semirrecta de PQ
de origen R y que no contiene a P de modo que RR’ = v. Por definicién de
suma tenemos que PR’ = u+v = PQ, luego la unicidad del axioma C2 implica
que R =Q "

De aqui se sigue que la suma de segmentos es simplificable:

Teorema 1.28 Dados tres segmentos u, v y w, si u +v = u + w entonces
v=w.

DEMOSTRACION: Sea u+ v = v + w = PQ. Entonces existe un punto R
entre Py Q tal que PR = y RQ = v. También tiene que existir un punto R’
tal que PR’ =uy R'Q = w, y por la unicidad de C2 ha de ser R = R’, luego
v=RQ =RQ =w. n

Definicién 1.29 Diremos que un segmento u es menor que un segmento v (y
lo representaremos por u < v) si existe un segmento w tal que v = u + w.
En tal caso el teorema anterior afirma que w es tnico (salvo congruencia) y lo
llamaremos resta o diferencia de v y v, y lo representaremos w = v — u.

De las propiedades de la suma se sigue inmediatamente que la desigualdad
de segmentos depende sélo de las clases de congruencia y es una relacién de
orden estricto. También es facil probar lo siguiente:
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Teorema 1.30 Si AB < AC y ambos segmentos estdn situados sobre una se-
mirrecta de origen A, entonces B estd entre A y C.

Nos ocupamos ahora de la congruencia de angulos y tridngulos. Comenzamos
con dos criterios de igualdad de tridngulos.

Teorema 1.31 (Criterio lado-dngulo-lado) Si dos tridngulos T = ABC' y
T' = A’B’C" cumplen AB = A/B’', AC = A'C" y A= A" entonces T =T'.

DEMOSTRACION: Por el axioma C5 el tridngulo T es igual a un tridngulo
T" = ATB'C" contenido en mismo semiplano que T respecto a la recta A’B’ y
con todos sus lados y angulos congruentes con los de T'. En particular, usando
el axioma C1 resulta que A’'C’ = A’C" y BIAC! = BTAIC".

Estos ultimos dngulos tienen un lado en comun y estan contenidos en el
mismo semiplano respecto a dicho lado, luego por el axioma C4 son coincidentes.

En particular la semirrecta AC’ coincide con AC”. Ahora el axioma C2 implica
que C' = C"”, por lo que T’ coincide con T”, luego T y T” son iguales. =

Teorema 1.32 (Criterio dngulo-lado-dangulo) Si dos tridngulos T = ABC
yT' = AB'C’ cumplen AB=A'B’, A= A" y B= B’ entonces T =T'.

DEMOSTRACION: Razonamos igual que en el teorema anterior, con lo que
obtenemos un tridngulo 7" = ABC" igual a Ty que comparte con T” el lado
A'B y los dngulos A’ y B'. Esto implica que A’C" = A'C" y B'C" = B'C",
pero C”" y C” son los respectivos puntos donde se cortan estas semirrectas, luego
C’" = C"” y concluimos igualmente. n

Mas adelante probaremos que si dos tridngulos tienen dos dngulos iguales
entonces tienen los tres dngulos iguales, con lo que el criterio anterior cubrird
cualquier caso en que dos tridngulos tengan iguales dos angulos y un lado.
Mas delicado es probar el criterio lado-lado-lado. Antes necesitamos un par de
resultados. En primer lugar demostramos para angulos lo que el axioma C3
afirma para segmentos.

Teorema 1.33 Seanly, Iy yls semirrectas de origen O tales que las dos ultimas
estan contenidas en un mismo semiplano con frontera la prolongacion de la
primera. Sean Iy, Uy y 1} semirrectas de origen O en las mismas condiciones

—

Supongamos que el angulo lllg esta contenido enl 1l3. Si 1112 = l 1y 1213 =114
entonces l’ Iy estd contenido en A ey l1l3 = l’ ls.

DEMOSTRACION: Por el axioma C4 existe una semirrecta l§ de origen O’ y
contenida en el mismo semiplano respecto a I} que las demds y de modo que
Iils 1l = l’ 4. Hemos de probar que l§ = [5.

Tomemos puntos A € I3 y B € l3. Por el teorema 1.20 sabemos que la

semirrecta [, corta a E_en un punto C. Consideremos puntos A elly
B’ €14 tales que O'A’ =0Ay O'B' = OB.
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O A ll

Por el criterio LAL de igualdad de tridngulos tenemos que A0B= A0'B ,
luego AB = A’B’. Sea C' el punto de A'B que cumple AC = A’C’. Como
AC < AB resulta que C’ estéd entre A’ y B’. Veamos que estd en l5. Esto se debe
a que los triangulos A0C y AOC’ son iguales, porque tienen iguales el angulo
A=A yloslados OA = O'A y AC = A'C". Por lo tanto AOC = A’O’C’
por la unicidad del axioma C4 ha de ser I}, = O'C’. Esto implica que l’ 1} estd
contenido en W

Finalmente observamos que los triangulos W y B’ o' C’ tienen iguales el
angulo B=pB y sus lados adyacentes, luego 117 Y = lglg =S 41, y por consi-
guiente I = 1Y ]

Definicién 1.34 Un tridngulo es equildtero (lat. ‘de lados iguales’) si sus tres
lados son iguales. Un tridngulo es isdsceles (gr. ‘de piernas iguales’) si tiene al
menos dos lados iguales. Un tridngulo es escaleno (gr. ‘oblicuo’) si sus lados
son desiguales dos a dos.

Probamos ahora un resultado con una prueba mucho més elemental de lo
que podria preverse:

Teorema 1.35 (Criterio del tridngulo isésceles) Si en un tridngulo ABC
se cumple CA = CB entonces A = B.

DEMOSTRACION: Basta aplicar el criterio LAL a los tridngulos (coinciden-
tes) ACB y BC'A (es decir, tomando A’ =B, B'=Ay C' =C). n

Observemos que el teorema anterior implica que los tridngulos equildteros
tienen también sus tres angulos iguales. Finalmente podemos probar:

Teorema 1.36 (Criterio lado-lado-lado) SiT = ABC yT' = A'B'C" cum-
plen AB=A'B’, AC = A'/C'" y BC' = B'C’, entonces T =T".

DEMOSTRACION: Trasladando uno de los tridn-
gulos podemos suponer que AC = A’'C’ y que los
vértices B y B’ se encuentran en semiplanos distin-
tos respecto a este lado comun.

En estos terminos AB = AB’ BC = B'Cy
hemos de probar que AB'C C ABC. Paraello basta
B B’ probar que AB'C = ABC pues entonces el criterio
LAL nos da el resultado. Si C' estd en el segmento
BB’ concluimos por el teorema anterior aplicado a

A
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ABB’. En caso contrario aplicamos el teorema anterior a los tridngulos ABB’

y CBB’, con lo que obtenemos ABB' = AB'B y CBB' = CB'B. El teorema
1.33 implica que AB’C' = ABC. m

1.5 Suma de angulos

El teorema 1.33 nos permite definir una suma de dngulos de forma similar
a como hemos definido la suma de segmentos. Conviene definir primero la
ordenacion de los angulos.

Definicién 1.37 Diremos que un éngulo A es menor que un dngulo B (y lo
representaremos por A < B) si existen dngulos A’ y B’ congruentes con A y
B respectivamente, con un lado en comun, situados en un mismo semiplano
respecto a dicho lado y de modo que A’ estd (estrictamente) contenido en B'.

Si Ay B son dos dngulos no congruentes, por el axioma C4 existen angulos
A’ y B’ en las condiciones de la definicién, por el teorema 1.21 uno de ellos
estard contenido en el otro y por el teorema 1.33 el resultado de la comparacién
depende sélo de las clases de congruencia de A y B. Ahora es facil probar que
la relacién que acabamos de definir es ciertamente una relaciéon de orden total
estricto sobre (las clases de congruencia de) todos los dngulos, asi como que
si dos angulos comparten un lado y estan contenidos en un mismo semiplano
respecto a dicho lado, entonces el menor estard contenido en el mayor.

Teorema 1.38 Si L y L' son dngulos iguales, S es un dngulo adyacente a L y
S’ es un dngulo adyacente a L', entonces S y S’ también son iguales.

DEMOSTRACION: Digamos que L = A0B yque S = 50\B, donde los puntos
C, O, A estdn alineados. Sea O’ el vértice de L' y S’, tomemos B’ en el lado
comtin entre ambos y de modo que OB = O’B’. Sea A’ en el otro lado de L' de
modo que OA = O’ A’ y sea C' en el otro lado de S’ de modo que OC = O'C".

B B’

C 0 A C’ o A

| | | |
T T

Es claro entonces que CA = C’A’, AOB = A/O'B’ (por el criterio LAL), de
donde AB = A'B, de donde CAB = CA' B’ (por el mismo criterio), de donde
BC = B'C", de donde COB=C0B (por el criterio LLL). Esto implica que
gO\BEC’/O-@’, es decir, S = 5. n

Como consecuencia inmediata tenemos:

Teorema 1.39 Los dos dngulos adyacentes a un dngulo dado son iguales entre
si. Dos dngulos opuestos por el vértice son iguales entre si.
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(Notemos que dos dngulos opuestos por el vértice son adyacentes a un mismo
angulo.)

Definiciéon 1.40 Dos dngulos son suplementarios si uno es congruente con un
angulo adyacente al otro.

Es obvio que la relacién de ser suplementarios depende sélo de las clases de
congruencia de los dangulos, asi como que es simétrica. Si dos angulos suplemen-
tarios tienen un lado en comun y estan en semiplanos opuestos respecto a éste,
entonces son adyacentes.

Teorema 1.41 Si un dngulo A es menor que un dngulo B, entonces el suple-
mentario de B es menor que el suplementario de A.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que A y B tienen un lado en comtn y
ebta’m contenidos en un mismo semiplano respecto a éste. Digamos A = [yl y
B = lllg Sea 1} la Semlrrecta complementaria de l;. Entonces los suplementa—

rios de A y B son l’ Iy l’ l5. Basta probar que I3 estd contenida en l’ l5. Por el
teorema 1.20 esto equlvale a que l7 y Iy estén en semiplanos dlstlntos respecto
a l3, lo que a su vez equivale a que l1 y l5 estén en el mismo semiplano respecto
a l3, y por definicién de dngulo esto equivale a que Iy esté contenida en EE, lo
cual es cierto por hipdtesis. n

Definicién 1.42 Un semihaz de semirrectas (lat. fascem = ‘manojo’) es el
conjunto de todas las semirrectas con un origen comin O contenidas en un
semiplano S que tenga a O en su frontera.

Notemos que un semihaz determina su origen y su semiplano. El origen O
divide a la frontera de S en dos semirrectas s y t a las que llamaremos extremos
del semihaz. Cada semirrecta [ en un semihaz que sea distinta de sus extremos
determina dos angulos suplementarios sl y tl. Esto nos permite definir dos
ordenaciones totales en el semihaz: una dada por

1 <al siysdlosi sl < sl

(con el convenio adicional de que s <q [ <y t, para cualquier semirrecta [
distinta de s y t), y otra <;s definida andlogamente. El teorema anterior prueba
que ambas ordenaciones son mutuamente inversas.

En particular, si I3 I3 y I3 son tres semirrectas de un semihaz, diremos que
lo esta entre Iy y I3 sily <4 lo < l3, donde el orden de los extremos s y t es
irrelevante. Es facil ver que esto sucede si y sélo si [y y I3 estdn en semiplanos
distintos respecto a ls.

Ahora conviene adoptar el convenio siguiente:

Definicion 1.43 Llamaremos dngulos llanos a los semiplanos. Extendemos
la congruencia de angulos a los angulos llanos estipulando que todos ellos son
congruentes entre si y no son congruentes con ningtin angulo en sentido estricto.
Extendemos la relacién de orden estipulando que un angulo llano es mayor que
cualquier angulo en sentido estricto.
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Notemos que un angulo llano no tiene definidos un vértice y unos lados.
Podemos considerar como tales a un punto cualquiera de su frontera y las semi-
rrectas que éste determina, pero hay infinitos d&ngulos llanos con el mismo vértice
y los mismos lados (todos los semiplanos con una misma recta como frontera).
Los angulos llanos no tienen suplementario. Si s y t son los extremos de un
semihaz de semirrectas contenidas en el semiplano .S, entonces convendremos
en que st representa precisamente a S (pero esto sélo tiene sentido con respecto
a un semihaz prefijado). Con este convenio se cumple el teorema siguiente (la
demostracién es muy simple):

Teorema 1.44 Sean l; y ly dos semirrectas distintas en un semshaz prefijado.
Entonces l1ly es la union de todas las semirrectas del semihaz que estdn entre
ll Y lg.

Todas estas consideraciones nos permiten estudiar comodamente la suma de
angulos.

Definicién 1.45 Diremos que un dngulo A = EE es la suma de dos angulos B
y C si existe una semirrecta I3 de origen el vértice de A y contenida en A tal
que B =l1l3 y C = l3ls. Lo representaremos por A = B + C.

Como en el caso de los segmentos, es claro que la relacién A = B + C puede
verse como una igualdad entre clases de congruencia de los angulos. Por ejemplo,
notemos que si A, B y C' cumplen la definicién anterior y A’ = A, entonces
B < A, luego existe un dngulo B’ con un lado en comin con A y contenido
en A. Por el teorema 1.33, los otros lados de B’ y A’ forman un dngulo C’
congruente con C, luego A’ también es una suma de B y C. Igualmente se
prueba que todas las sumas de B y C son congruentes.

Convenimos en que un angulo llano A es la suma de dos dngulos B y C
si y sélo si éstos son suplementarios. Observemos que la definicién general de
suma es aplicable a este caso tomando como vértice de A cualquier punto de su
frontera.

La suma de angulos presenta una diferencia importante con la de segmentos,
y es que no todo par de dngulos tiene una suma. Concretamente:

Teorema 1.46 Dos dngulos B y C admiten una suma si y sélo si C' es menor
o igual que el suplementario de B.

DEMOSTRACION: Sea A una suma de By C. Es claro que existe un semihaz
de semirrectas contenidas en el semiplano de A y con un extremo I; igual a un
lado de A (incluso si A es un semiplano). Sea I3 el otro lado de A. Por definicién

de suma, existe una semirrecta Iy entre [ y I3 de modo que E—l\g =By El\g =C.
Si llamamos I4 a la semirrecta complementaria de [; tenemos

b <y e <y U <agay Ly

luego C' = El\g < EE, y este ultimo dngulo es el suplementario de B.
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Reciprocamente, si C' es menor o igual que el suplementario de B, entonces
podemos tomar B = El\z, donde I; es un extremo de un semihaz de semirrectas
al cual pertenece ls. Por hipétesis C' < @, donde l4 es la semirrecta comple-
mentaria de 1, luego existe una semirrecta I3 entre ly y Iy tal que C' = EE Es
claro entonces que @ es una suma de By C. ]

Se comprueba sin dificultad que la suma de dngulos es asociativa, es decir,
si A 4+ B es sumable con C, entonces A también es sumable con B + C'y
(A+B)+C = A+(B+C). Asi mismo es conmutativa y simplificable. Si B < C
entonces existe un tinico dngulo D (salvo congruencia) tal que C = B+ D. Lo
representaremos por D = C' — B.

1.6 Mas propiedades de segmentos, angulos y
triangulos

Con los resultados de que disponemos hasta el momento ya podemos pro-
bar con cierta agilidad muchas propiedades intuitivamente evidentes acerca de
segmentos, dngulos y tridngulos. Recogemos aqui las que nos hardn falta més
adelante para estudiar la perpendicularidad, el paralelismo y las circunferencias,
entre otras nociones.

Teorema 1.47 Todo segmento AB contiene un unico punto M que cumple
AM = MB. Se le llama punto medio del segmento.

DEMOSTRACION: Sea C' un punto cualquiera fuera de la recta AB. El
triangulo ACTE es congruente con un unico tridngulo BDA contenido en el
semiplano complementario del que contiene al primero.

C Los puntos C, A y D no pueden ser co-
lineales, pues entonces los angulos CAB y
BAD serfan suplementarios, luego también
A B lo serfan los dngulos (iguales a éstos) ABD y
6B\A, luego C, By D serfan también colinea-
les, y asi los cuatro puntos estarian alineados,

D en contra de la eleccién de C.

Tenemos, pues, dos tridangulos ACD y ﬁ', que tienen sus lados iguales,
luego también sus dngulos. Ademds CD corta a la recta AB en un punto M
(porque C'y D estén en semiplanos distintos). Los tridngulos ACM y BDM
son iguales por el criterio LAL, luego AM = MB. El punto M ha de estar
entre A y B, pues en caso contrario habria dos segmentos iguales con extremo
M vy el otro extremo al mismo lado de M.

La unicidad es fécil de probar: Si hubiera dos puntos medios M; y Mo,
podemos suponer que M; estd entre A y Ms. Entonces

AMy = AM + MM,
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luego AB = 2AM, = 2AM, + 2M My = AB + 2M, Ms, lo cual es absurdo.

Teorema 1.48 Dado un dngulo EE, existe una unica semirrecta | contenida
en €l, tal que l11 =1ly. Se la llama bisectriz del angulo.

DEMOSTRACION: Sea O el vértice del 4ngulo. Tomemos un punto A en Iy y
sea B en Iy tal que OA = OB. Sea M el punto medio de AB y [ la semirrecta
de origen O y que pasa por M. Claramente [ estd contenida en el dngulo.
Los triangulos OAM y O ﬁ tienen los tres lados iguales, luego también los
angulos. En particular l l= llg La unicidad se prueba como en el caso de los
segmentos o, alternativamente, se prueba que una bisectriz ha de pasar por el
punto medio de AB. -

Teorema 1.49 Todo dngulo de un tridngulo es menor que el suplementario de
cualquier otro de los dangulos.

DEMOSTRACION: Sea el tridngulo ABC. Vamos a probar que el suplemen-
tario de C es mayor que B. Sea D el punto medio del lado BC. Consideremos

la semlrrecta AD y;_sobr sobre ella, sea E el punto que cumple AD = DE Los
triangulos ABD DCD son iguales por el criterio LAL, luego DCE = B y
esta contenido en el angulo adyacente a C. m

B E

A c

El teorema siguiente generaliza al criterio del tridngulo isésceles.

Teorema 1.50 Los dngulos de un tridngulo satisfacen las mismas desigualda-
des que sus respectivos lados opuestos.

DEMOSTRACION: Sea ABC un tridngulo y supongamos, por ejemplo, que
BC < AB. Entonces existe un un punto D en AB tal que BD = BC.

Entonces A = CAD < C’DB por el teorema anterior, pues el segundo es
el suplementarlo de un angulo de ﬁ ~a su vez C’/D\B D/C\B, porque el
triangulo DCB es isosceles, y por ultimo DCB < ACB = C.

El reciproco es obvio: Si A < C no puede ser AB < BC por la parte ya
probada, y tampoco puede darse la igualdad por el criterio del angulo isésceles.

|

En particular tenemos que un tridngulo es equilatero si y sélo si tiene sus tres
angulos iguales, es isdsceles si y sélo si tiene dos angulos iguales y es escaleno si
y s6lo si tiene sus tres angulos desiguales.
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1.7 Perpendiculares
Definiciéon 1.51 Un dngulo es recto si es su propio suplementario.
Teorema 1.52 FExisten dngulos rectos.

DEMOSTRACION: Sea @ un dngulo cualquiera. Sea O su vértice, sea A un
punto en [; y sea B el punto de Iy que cumple OA = OB. Sea M el punto
medio de AB. Entonces los dngulos OMA y OMB son adyacentes y por otra
parte son iguales, pues los tridngulos correspondientes tienen los lados iguales.
Por consiguiente ambos son angulos rectos. ]

Es obvio que todos los dangulos rectos son congruentes entre si y que todo
angulo congruente con un angulo recto es recto. La existencia de angulos rectos
generaliza el teorema 1.48 al caso de angulos llanos.

Definicién 1.53 Dos rectas son perpendiculares (lat. perpendiculum = ‘plo-
mada’) si son secantes y uno de los dngulos que forman—y por consiguiente los
cuatro— es recto. Dos semirrectas o segmentos son perpendiculares si lo son
sus prolongaciones.

Un dngulo es agudo (lat. ‘con punta’) si es menor que un éngulo recto. Un
angulo es obtuso (lat. ‘sin punta’) si es mayor que un éngulo recto.

Es claro que el suplementario de un angulo agudo es un angulo obtuso y
viceversa. El teorema 1.49 implica que todo tridngulo tiene al menos dos dngulos
agudos, pues si tiene uno obtuso su suplementario es agudo, y los otros dos son
menores que éste. Esto nos permite clasificar los tridngulos en obtusdangulos,
rectangulos y acutdngulos segin si tienen, respectivamente, un dngulo obtuso,
un angulo recto o si todos sus dangulos son agudos. En un tridngulo rectangulo,
los lados perpendiculares se llaman catetos (gr. ‘perpendiculares’) y el lado
situado bajo el dngulo recto se llama hipotenusa (gr. ‘tendido por debajo’).

Teorema 1.54 Dada una recta r y un punto P contenidos en un plano w, existe
una unica recta perpendicular a v que pasa por P y estd contenida en .

DEMOSTRACION: Si el punto P estéd en r es evidente, pues basta transportar
un angulo recto sobre una de las semirrectas que P determina en r. La unicidad
también es clara. Supongamos ahora que P no estd en r.

Sea A un punto de r, sea P’ el tinico punto del semiplano de 7 opuesto al
que contiene a P y que cumple que el dngulo que r forma con AP’ es igual al
que forma con 1@ asf como que AP = AP'.

Si P, Ay P’ estdn alineados entonces la recta PP’ forma con r dos dngulos
adyacentes iguales, luego es perpendicular a r y pasa por P. Si no estan alinea-
dos entonces la recta PP’ corta a r en un punto B distinto de A. Los tridngulos
ABD y ABP son iguales, luego también lo son los angulos ABP y ABP' , que
ademés son adyacentes. Por lo tanto la recta PP’ es perpendicular a r y pasa
por P. Si hubiera dos perpendiculares a r que pasaran por P, formarian un
tridngulo con dos angulos rectos, lo cual es imposible. n
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Observemos que si P es un punto exterior a una recta r y @ es el punto
donde la perpendicular a r por P corta a r, entonces PQ es menor que PR para
cualquier otro punto R de r. En efecto, el triangulo ﬁ es rectangulo, y por
el teorema 1.50 el lado mayor es la hipotenusa PR.

Teorema 1.55 Todo lado de un tridngulo es menor que la suma de los otros
dos y mayor que su diferencia.

DEMOSTRACION: Consideremos un tridngulo ABC y tracemos la perpen-
dicular por A a la recta BC. Distinguimos tres casos.

1) Si la perpendicular corta a BC' en B o en C (por ejemplo en B), entonces
el tridngulo es rectdngulo y BC' es menor que la hipotenusa AC, y en particular
€s menor que AC + AB.

2) Si la perpendicular corta a BC' fuera del segmento BC, digamos en un
punto P de modo que B est4 entre Py C, entonces BC < PC, que es el cateto
de un tridngulo rectdngulo de hipotenusa AC, luego BC < AC < AC + AB.

3) Si la perpendicular corta a BC en un punto X entre B y C, entonces
tenemos dos tridngulos rectédngulos AXB y AXC, de hipotenusas AB y AC,
luego

BC=BX +XC<AB+ AC.

La segunda propiedad es consecuencia de la primera. Si llamamos a, by c a
los tres lados y, por ejemplo, b < ¢, entonces a + b > c implicaa >c—b. =

Ahora pasamos a ocuparnos de la perpendicularidad entre rectas y planos.
El resultado basico es el siguiente:

Teorema 1.56 Si una recta es perpendicular a dos rectas contenidas en un
plano, entonces es perpendicular a todas las rectas contenidas en dicho plano y
que pasan por el punto de corte.

A DEMOSTRACION: Sea O el punto de corte entre la recta
y el plano. Sea A otro punto de la recta y A’ el simétrico
de A respecto a O (es decir, el que cumple AO = OA).
Consideremos una recta cualquiera contenida en el plano que
pase por O. Fijemos en particular una de sus semirrectas de
0 origen O. Esta estars contenida en uno de los cuatro dngulos
en que las rectas de la hipédtesis dividen al plano. Digamos

que este angulo es BOC. Entonces la semirrecta corta al
B segmento BC' en un punto D. En estos términos tenemos

que los angulos A0OB y AOC son rectos, y queremos probar
A que AOD también lo es.

Los tridngulos AOC y A’OC son iguales por el criterio LAL y lo mismo
sucede con AOB y A’OB. Esto implica que los tridngulos ABC'y A’ BC también
son iguales, por el criterio LLL. De aqui pasamos a que los tridngulos ADB y
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A’ DB también son iguales, esta vez por el criterio LAL, lo que nos da finalmente
la igualdad de los tridngulos AOB y A’OB, pues sus lados son iguales. Esto

implica que los dngulos AOB y A’OB son iguales, a la vez que adyacentes, luego
son rectos. u

Como consecuencia inmediata obtenemos:

Teorema 1.57 La union de todas las rectas perpendiculares a una recta r que
pasan por uno de sus puntos es un plano.

DEMOSTRACION: Sea P un punto de r. Consideremos dos planos que pasen
por r, tracemos en ellos sendas perpendiculares a r por P y sea 7 el plano que
las contiene. Entonces r es perpendicular a dos rectas de 7, luego por el teorema
anterior es perpendicular a todas las rectas que pasan por P y estdn contenidas
en 7. Falta probar que toda recta perpendicular a r por P estd contenida en
m. Sea s una de estas rectas. Entonces el plano que contiene a r y a s corta a
T en una recta que, segin sabemos, es perpendicular a r. Como en un mismo
plano sélo puede haber una perpendicular, dicha interseccién es s, luego s esta
contenida en 7. "

Definicion 1.58 Diremos que una recta es perpendicular a un plano 7 si lo
corta en un punto P y es perpendicular a todas las rectas contenidas en w que
pasan por P.

El teorema anterior prueba que por cada punto de una recta pasa un unico
plano perpendicular a la misma. El reciproco es facil de probar:

Teorema 1.59 Dado un plano © y un punto A, existe una unica recta perpen-
dicular a ™ que pasa por A.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que A estd en w. Entonces consi-
deramos dos rectas perpendiculares contenidas en m que se corten en A. Sus
respectivos planos perpendiculares se cortardn en una recta que serd perpen-
dicular a las dos elegidas, luego a todas las de 7.

Supongamos ahora que A no estd en w. Tomemos una recta cualquiera r
contenida en 7, sea D el punto donde la perpendicular a r por A corta a 7.
Sean B y C puntos en r situados en semirrectas opuestas respecto a D. Sea
s la perpendicular a r por D contenida en 7w. Sea A’ el punto situado en el
semiplano de frontera s complementario del que contiene a A y que hace D—A7
forme el mismo angulo con s que DA y ademéds DA’ = DA. Sea O el punto en
que AA’ corta a s (la figura de la prueba del teorema 1.56 ilustra también la
situacién actual).

Por construccién ODA = ODA’, de donde ADB = A’DBy ADC = AD'C
(recordar que ambos son rectdngulos). Por lo tanto tenemos que ABO = A’BO

y ACO = A’CO, luego ambos son rectdngulos, y asi la recta AA’ es perpen-
dicular a OB y OC, luego a . ]
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1.8 El axioma de continuidad, circulos y circun-
ferencias

Para demostrar los hechos béasicos sobre circulos y circunferencias necesita-
mos un axioma adicional que nos garantice la existencia de ciertos puntos de
interseccién. Se trata del hecho siguiente:

Axioma D Supongamos que una recta r estd dividida en dos partes disjuntas
no vactas s1 y Sz con la propiedad de que si P y Q son puntos en s;, entonces
PQ C s;. Entonces s, y sy son dos semirrectas complementarias (salvo que a
una de ellas le falta el origen, que sdlo pertenece a la otra).

Definicién 1.60 Dado un plano 7, un punto O en 7 y un segmento r, llama-
remos circulo de centro O y radio r al conjunto de todos los puntos P de 7 tales
que OP < r. Llamaremos circunferencia (lat. circumferre = ‘llevar alrededor’)
de centro O y radio v en 7 al conjunto de todos los puntos P de 7 tales que
OP =r.

Cada circulo tiene asociada una circunferencia (la del mismo centro y radio),
a la que se llama también su frontera. Los puntos del circulo que no pertenecen a
la circunferencia se llaman interiores, mientras que los puntos que no pertenecen
al circulo se llaman puntos exteriores a él.

También se llama radio de un circulo o circunferencia a cualquier segmento
que una su centro con uno de los puntos de la circunferencia. Es claro que todos
los radios son congruentes entre si. Un segmento que une dos puntos de una
circunferencia se llama cuerda de la misma. Una cuerda que pase por el centro
se llama didmetro (gr. ‘medida transversal’). Es ficil ver que un didmetro es
igual a dos veces el radio.

Es facil ver que cada circulo o circunferencia contiene al menos tres puntos
no colineales, con lo que determina el plano que lo contiene, al que llamaremos
su soporte. Veamos que también determinan su centro y su radio (éste tltimo
salvo congruencia):

Dados dos puntos A y B en un plano m, la perpendicular (en 7) al segmento
AB por su punto medio se llama mediatriz de AB. Es inmediato comprobar que
la mediatriz de un segmento AB contiene exactamente a los puntos que equidis-
tan de sus extremos, es decir, que cumplen AX = BX. Por lo tanto, si unimos
dos puntos de una circunferencia y trazamos la mediatriz del segmento obtenido,
ésta pasa por su centro. Si tomamos tres puntos (no colineales) en la circunfe-
rencia y hacemos lo mismo con dos pares de ellos, las rectas que obtendremos
se cortardn precisamente en el centro, luego éste estd univocamente determi-
nado por la circunferencia. Asi mismo, el radio es congruente con cualquier
segmento que una el centro con un punto de la circunferencia, luego también
estd determinado.

Por otra parte, un circulo determina su circunferencia (un punto P de un
circulo est4 en su circunferencia si y sélo si hay un segmento AB que lo contiene
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de modo que los puntos de AP son interiores al circulo y los restantes son

exteriores). Concluimos que dos circulos o circunferencias (en un mismo plano)

son iguales si y sélo si tienen el mismo centro y sus radios son congruentes.
Estudiamos ahora las intersecciones entre rectas y circunferencias.

Teorema 1.61 Sea w un circulo y s una recta contenida en el plano soporte de
W Y que pase por un punto interior de w. Entonces s corta a w en un segmento
PQ, y a la circunferencia de w sdlo en los puntos P y Q.

DEMOSTRACION: Sea O el centro de w y r su radio. Sea A el punto donde
la perpendicular a s por O corta a s. Es claro que OA < OP para todo punto
P de s distinto de A, luego por hipétesis OA < 7.

Sea t una de las semirrectas en que A divide a s. Si s pasa por O el resultado
es inmediato. Supongamos lo contrario. Dividamos s en dos partes X e Y. El
conjunto X estd formado por la semirrecta complementaria de ¢ més aquellos
puntos P en t tales que existe un punto @ posterior a P (desde A) de modo
que OQ < r. El conjunto Y esta formado por los puntos de s que no estan
en X. No es vacio, pues cualquier punto B sobre t tal que AB > 2r cumple
OB > 2r — OA > r (por el teorema 1.55), luego estd en Y.

Por la propia definicién de X e Y es inmediato que cumplen las hipdtesis
del axioma D. Por lo tanto existe un punto C tal que X es la semirrecta C'—1>4
(salvo quizé el origen C'). Es claro que C ha de estar en s.

Veamos que no puede ser OC < r ni OC > r, con lo que tendremos que C
estd en la circunferencia. Si OC < r podemos tomar un punto D en s posterior a
C'y de modo que CD < r—OC. El teorema 1.55 implica entonces que OD < 7,
con lo que todos los puntos entre C'y D estan en X = a, lo cual es imposible.

Similarmente, si OC' > r entonces tomamos D en s anterior a C'y de modo
que DC < OC — r. Entonces llegamos a que OD > r, luego cualquier punto
posterior a D cumple lo mismo, luego D estd en Y y esto también es imposible.

Aplicando lo anterior a las dos semirrectas en que A divide a s tenemos que
s corta a la circunferencia en dos puntos P y Q.

Notemos ahora que Si M y N son dos puntos de s al mismo lado de A,
digamos A < M < N, entonces el tridngulo OMA es rectangulo, luego OMA es
agudo, luego su adyacente OMN es obtuso, luego el teorema 1.50 implica que
OM < ON. Esto prueba que sélo P y @ estan en la circunferencia y que PQ
es la interseccién de s con w. ]

Dada una recta s y un circulo w de centro O y radio r (ambos en el mismo
plano), consideramos el punto A donde la perpendicular a s por O corta a s.
Como ya hemos notado antes, es claro que OA < OP para todo punto P de s
distinto de A. Por lo tanto, si OA < r tenemos que la interseccién de s con w
es un segmento PQ, de modo que Py @ son los tinicos puntos en comiin entre
s y la circunferencia de w; si OA = r entonces A estd en la circunferencia de w
y todos los deméds puntos de s son exteriores; y si OA > r, todos los puntos de
S son exteriores.
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Definicién 1.62 Diremos que una recta r es secante (lat. ‘que corta’) a una
circunferencia w si tienen dos puntos en comun. Diremos que r es tangente
(lat. ‘que toca’) si tienen un punto en comin y diremos que r es exterior a w si
no tienen puntos en comun.

Hemos probado que estas definiciones cubren todas las posibilidades. Tam-
bién es claro lo siguiente:

Teorema 1.63 Por un punto de una circunferencia pasa una unica recta tan-
gente. Esta es concretamente la perpendicular al radio con extremo dicho punto.

Ejercicio: Probar que los circulos son convexos.
Ejercicio: Probar que una circunferencia no contiene tres puntos colineales.
Ejercicio: Probar que por tres puntos no alineados pasa una tnica circunferencia.

Ejercicio: Probar que si una recta r es tangente a una circunferencia w, entonces w
estd contenida en un semiplano respecto a 7.

Veamos ahora la interseccién entre dos circunferencias:

Teorema 1.64 Sean w, y wo circunferencias contenidas en un mismo plano,
de centros respectivos O1 y Oy y radios 1 y ro (con r1 < r9). Entonces:

1. 81 0105 > 11 + 1o entonces wy y wo mo tienen puntos en comun mi Sus
circulos tampoco.

2. 51 0105 = r1 + 19 entonces wy y wo tienen un unico punto en comun, al
igual que sus circulos.

8. Siro—r1 < 0102 < 11+7T9 entonces wy Yy we tienen dos puntos en comin.

4. 8t 0109 = 19 — 11 entonces wy y we tienen un unico punto en comun, y
el circulo de wy estd contenido en el de wo.

5. 8510105 < rog—r11 entonces wy Yy wa no tienen puntos en comun y el circulo
de w1 esta contenido en el de wo.

DEMOSTRACION: Todos los casos son sencillos excepto el tercero. Sea A el

punto de la semirrecta (TO; tal que O1 A = r1 y sea B el punto de la semirrecta
02—01> tal que O2B = 9. Las hipétesis garantizan que A estd en el interior de wo
y que B estd en el interior de wi. Como los circulos son convexos, el segmento
AB est4 en la interseccién de ambos. Fijamos un semiplano respecto a la recta
010,. Para cada punto P de AB la semirrecta de origen P, contenida en el
semiplano elegido y perpendicular a 0105 parte de un punto en ambos circulos,
luego corta a las circunferencias wy y we en dos puntos Cy y Cs, respectivamente.
Llamaremos X al conjunto de todos los puntos P de AB para los que existe un
punto Q tal que A < P < Q < By QC; < QC5, més los puntos de la semirrecta
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de origen A que no contiene a B. Llamaremos Y al conjunto de puntos de la
recta AB que no estdn en X. El conjunto Y no es vacio, pues contiene todos
los puntos posteriores a B desde A.

Es inmediato que se cumplen las hipétesis del axioma D, luego X e Y son
semirrectas de origen un punto M, que claramente tiene que estar en AB. Vamos
a probar que para este M se cumple C; = Cy. Supongamos que MC; < MCs.

Sea s la tangente a wy por Cq, sea R un punto entre C7 y Cs. Sea t una recta
que pase por Ry corte a la recta AB en cualquier punto distinto de M. Entonces
t corta a wy en dos puntos K y L, de modo que los puntos del segmento KL
distintos de sus extremos son interiores a wo. Sea S un punto de este segmento
que esté en el mismo semiplano que B respecto a M R y que sea anterior a un
eventual corte entre KL y la tangente s. Tracemos desde S la perpendicular a
AB, que cortara a esta recta en un punto ). Como las rectas M R y SQ tienen
una perpendicular comin (AB) no pueden cortarse (o formarfan un tridngulo
con dos dngulos rectos). Esto implica que @ esté entre M y B. Ahora notamos
que el segmento RS no corta a s, luego S estd en el mismo semiplano que S
respecto a s, es ¢ decir, en el semiplano opuesto a M, o sea, en el que no esta wo.

Por lo tanto @S corta a wy antes de llegar a .S, pero como S es interior a ws,
resulta que a}S’ corta a wy después de llegar a S, o sea, MCig < MCyq. Por
consiguiente cualquier punto entre M y @ estd en X, lo cual es imposible.

El mismo argumento prueba que si MCy < My existe un punto @) entre A
y M de modo que todos los puntos entre @) y M cumplen la misma desigualdad,
con lo que estan en Y y esto también es contradictorio.

Concluimos que existe un punto de interseccién entre las dos circunferencias
en el semiplano seleccionado en un principio. Cambiando de semiplano obtene-
mos otro mas. La unicidad es inmediata, pues dos puntos de corte en el mismo
semiplano darian lugar a dos tridngulos distintos con lados iguales, uno de ellos
comun y ambos en el mismo semiplano respecto a él, lo cual es imposible. =

&
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Una consecuencia inmediata del teorema anterior es el resultado siguiente
sobre existencia de triangulos:

Teorema 1.65 Sean ry, ro y r3 tres segmentos que cumplan las desigualdades
ro < r3yry—re <ry <ro+rs (o simplemente ry < ro 4713 Siry = 13).
Entonces existe un tridngulo de lados r1, ro y 73.
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DEMOSTRACION: Tomamos un segmento AB igual a 7. Por el teorema
anterior, la circunferencia de centro A y radio r; corta a la circunferencia de
centro B y radio r2 en un punto C' que nos da el tridngulo buscado. m

Ejercicio: Usar el axioma D para probar que por un punto exterior a una circunfe-
rencia pasan dos tangentes a la misma.






Capitulo 11

Medida de segmentos,
angulos y arcos

Dedicamos este capitulo a introducir y desarrollar unos conceptos muy in-
tuitivos, pero también muy técnicos. De hecho se trata de un punto en el que
la intuicién ‘engana’ un poco, pues una cuestién aparentemente muy simple en-
cierra una sutileza. Se trata del concepto de medida de un segmento. En la
concepcion de la geometria que tenian los griegos retresentaba un papel muy
importante la nocién de proporcién o razén entre dos segmentos. La idea es que
la razon de dos segmentos u y v es, por ejemplo, 4 : 7 si al dividir el segundo en
siete partes iguales y sumar cuatro de estas partes obtenemos un segmento igual
al primero. En términos de medidas esto significa que si tomamos a v como uni-
dad de medida, entonces u mide 4/7 unidades. Los griegos suponfan que todo
segmento puede medirse de este modo con respecto a una unidad prefijada o,
dicho de otro modo, que dados dos segmentos siempre guardan una determi-
nada razén entre si. Aqui veremos que esto no es asi, cosa que los griegos nunca
llegaron a asimilar.

2.1 Longitud de segmentos. Niumeros reales

El primer paso para detallar las ideas que acabamos de exponer es, natural-
mente, probar que es posible dividir segmentos en partes iguales.

Teorema 2.1 Para todo niumero natural n > 2, todo segmento se puede dividir
en n partes iguales.

DEMOSTRACION: Sea AB un segmento contenido en una recta r. Llamamos
X al conjunto formado por la semirrecta complementaria de AB mas los puntos
P de AB tales que n AP < AB. Sea Y el conjunto de los puntos de r que no
estan en X. Es obvio que se cumplen las hipdtesis del axioma D, luego existe

un punto C en r tal que X e Y son semirrectas de origen C. Veamos que
n AC = AB.

27
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Supongamos que n AC < AB. Sea entonces D un punto entre A y B tal
que n AC = AD. Sea m un nimero natural tal que 2 > n. Sea u el segmento
que resulta de dividir m veces por la mitad el segmento DB. Entonces tenemos
nu < 2™u = DB. En particular u < CB, luego podemos tomar un punto E en
CB tal que CFE = u. Asf,

nAE=nAC +nCE < AD + DB = AB.
Esto significa que F estd en X, pero es posterior a C, lo cual es imposible. De

modo similar se prueba que n AC' > AB lleva a contradiccién. Por lo tanto
nAC = AB. "

Aunque la medida de dngulos la abordaremos cuando hayamos acabado con
la de segmentos, la similitud de las pruebas aconseja incluir aqui este teorema:

Teorema 2.2 Para todo numero natural n > 2, todo dngulo se puede dividir
en n partes iguales.

DEMOSTRACION: El teorema es cierto incluso para dngulos llanos, pero
podemos reducir este caso al de angulos menores del modo siguiente: Para
dividir un angulo llano en n partes dividimos un angulo recto en n partes y
tomamos el doble del resultado. Asi pues, partamos de un angulo en sentido
estricto L = AOB. Cada punto P del segmento AB distinto de A determina
un angulo Lp = AOP contenido en L y, reciprocamente, todo angulo contenido
en L con un lado igual a O—1>4 es de la forma Lp. Ademds, si A < P < @ < B,
entonces el dngulo Lg contiene a O_])-’, luego es mayor que Lp. Esto implica,
mas en general, que P <sp @) siy s6losi Lp < Lq.

A partir de aqui la prueba sigue el mismo argumento que la del teorema
anterior. Tomamos como X el conjunto de los puntos de la semirrecta comple-
mentaria a A_B> més los puntos P de AB tales que nLp < L. El conjunto Y
estd formado por los puntos de la recta AB que no estdn en X, bien porque
nLp > L, bien porque Lp no se puede sumar n veces consigo mismo.

Es facil ver que se cumplen las hipétesis del axioma D, con lo que obtenemos
un punto C' de manera que X es una semirrecta de origen C. Veamos que existe
nLc.

Dividiendo por la mitad el suplementario de L un ntimero suficiente de veces
(los detalles son los mismos que en el teorema anterior) encontramos un éngulo
M tal que nM sea menor que dicho suplementario (y podemos exigir que sea
menor que L¢o). Existe un punto P <4p C tal que Lo — M = Lp, luego P
estd en X y por lo tanto existe n(Lc — M) < L, y como nM es menor que el
suplementario de L, también existe n(Lc — M) +nM = nLc. A partir de aqui,
la prueba de que nLc = L es formalmente idéntica a la del teorema anterior.

| |

La definicién de la medida de un segmento descansa fuertemente en la pro-
piedad siguiente, que nos permitird eludir la existencia de una razén respecto a
una unidad.
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Teorema 2.3 (Propiedad de Arquimedes) Para todo par de segmentos u
y v existe un numero natural n tal que nu > v.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que v = AB y v = AC, asi como que
ambos estdn sobre una misma semirrecta s de origen A. Supongamos que el
resultado es falso, es decir, que nu < v para todo nimero natural n (observemos
que si se diera la igualdad para un n, entonces n+ 1 cumpliria el teorema. Para
cada n, sea A, el punto de s que cumple que AA, = nu. Llamemos X al
conjunto de todos los puntos de la semirrecta complementaria a s mas los P
puntos de s que cumplen P <,p A, para algin n. Sea Y el conjunto de los
puntos de s que no estdn en X (por ejemplo C'). Es evidente que se cumplen
las hipdtesis del axioma D, luego existe un punto D en s de modo que X e
Y son las semirrectas de origen D. Sea E un punto de s tal que ED = w.
Entonces F < ABD, luego E ha de estar en X. Por consiguiente existe un
ntimero n tal que £ < ABA,, lo que significa que AE < AA,, = nu, de donde
AD = AE+ED < nu+u = (n+ 1)u = AA, 1, pero entonces A, es un
punto de X posterior a D, lo cual es contradictorio. m

La propiedad de Arquimedes puede leerse como que todo segmento puede
hacerse arbitrariamente grande sumandolo consigo mismo un nimero suficiente
de veces, pero también implica claramente que todo segmento se puede hacer
arbitrariamente pequeno dividiéndolo en un nimero suficiente de partes iguales.
A su vez de aqui se sigue que si dividimos un segmento en partes suficientemente
pequenas y sumamos un numero adecuado de éstas, podemos formar un seg-
mento igual a cualquier otro prefijado con un error menor que la longitud de
las partes que empleamos, es decir, con un error tan pequeno como se desee.
Nuestra definicién de medida de segmentos se basara en este hecho.

Definicién 2.4 Dado un segmento v y un nimero racional positivo p/q, llama-
remos (p/q)u al segmento que resulta de dividir v en ¢ partes iguales y sumar
p de ellas.

Claramente (p/q)u estd definido salvo congruencia. La simplificabilidad de
la suma de segmentos permite probar por argumentos puramente algebraicos
que la definicién no depende de la fraccién escogida como representante del
nuimero racional, asi como que se cumplen las propiedades siguientes:

1. (rs)u=r(su), r(ut+v)=ru+rv, (r+s)u=ru+ su,
2. Si ru = rv entonces u = v,
3. Si ru = su, entonces r = s,
4. Sir < s entonces ru < su,
5. Si u < v entonces ru < rv,

para todos los nimeros racionales positivos r, s y todos los segmentos v y v.

En estos términos, que la razon entre dos segmentos u y v sea un ntimero
racional positivo r significa que u = rv. Con esto podemos hacer una primera
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aproximacion al problema de la medida. Tomemos una recta cualquiera y en
ella fijemos dos puntos arbitrarios Py y P;. Entonces a cada numero racional
positivo r le podemos asignar univocamente un punto P, de la semirrecta ZTP;,
a saber, el tinico que cumple PyP, = r PyP;. Es ttil convenir en asignar a los
ntimeros racionales negativos puntos en la semirrecta complementaria, de modo
que si r < 0 entonces P, estd determinado por la relacién Py P, = —r Py P;.
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Es importante notar que esta asignacion de ntmeros racionales a algunos
puntos de una recta depende de la eleccién arbitraria de los puntos Py y P; o,
en otros términos, de la eleccién de Py, de la unidad de medida u = Py P, y de la
orientacién de la recta (es decir, de la semirrecta que tomamos como positiva).
Cuando en una recta hemos hecho estas elecciones, diremos que tenemos una
recta graduada. Si en una recta graduada consideramos el orden para el cual
Py < Py, entonces el orden en Q se corresponde claramente con el orden de la
recta.

El problema es que no todo punto de la recta tiene asignado un nimero
racional. Sin embargo tenemos lo siguiente:

Teorema 2.5 Si P y Q) son dos puntos distintos de una recta graduada, eziste
un numero racional r tal que P < P, < Q.

DEMOSTRACION: Si Py (Q estan en semirrectas distintas respecto a Py es
obvio. Podemos suponer que Py < P < Q. El caso contrario es andlogo. Sea
u= PyP; y v = PQ. Por la propiedad de Arquimedes existe un nimero natural
n tal que u < nv o, equivalentemente, (1/n)u < v. De nuevo por la propiedad
de Arquimedes existe un ntimero m tal que (m/n)u > PyP. Podemos tomar el
minimo que cumpla esto. Entonces

m —

1 — - 1 -
u < OP, luego ﬂu<P0P—|——u<POP—i—PQ:POQ.
n n n

Por consiguiente si llamamos » = m/n tenemos que PoP < P, < PyQ), es decir,
P<P.<qQ. "

La idea clave para definir la medida de un segmento es la siguiente: medir
un segmento s con respecto a una unidad w significa cuantificar como es de
grande s supuesto que sabemos céomo es de grande u. En el mejor de los casos
esta informacién puede codificarse con un numero racional, pero si no es asi,
para conocer el tamano relativo de un segmento s con respecto a v es suficiente
saber qué numeros racionales r hacen que ru < s y qué ntmeros racionales
hacen ru > s. Equivalentemente, si situamos a s en una recta graduada con la
unidad u y con un extremo en Py, el problema es saber entre qué puntos P, se
encuentra el otro extremo de s.
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En términos puramente conjuntistas, para conocer exactamente la posicién
en una recta graduada de un punto P es suficiente conocer el conjunto

ap={reQ|P. <P}

Ahora veremos que podemos tratar a cada uno de estos conjuntos de niimeros
racionales como a un solo ntimero. La definicién siguiente recoge las propiedades
esenciales de los conjuntos ap.

Definicion 2.6 Una seccion inicial abierta de Q es un subconjunto o C Q que
cumpla:

1. Sir € ay s <r entonces s € a.
2. Sir € a existe un s € « tal que r < s.

Llamaremos R al conjunto de todas las secciones iniciales abiertas en Q.

Es facil probar que los conjuntos ap que hemos definido son secciones inicia-
les abiertas que cumplen dos propiedades mds: no son vacias (pues hay puntos
anteriores a P) y no contienen a todos los nimeros racionales (pues hay puntos
posteriores).

Definimos +00 € R  como —o00 = &y +oo = Q. Llamaremos conjunto de los
nimeros reales a R = R\ {£oo}.

Teorema 2.7 Se cumplen las propiedades siguientes:

1. R es un conjunto totalmente ordenado por la inclusion con minimo —oo
Yy maximo +oo.

2. Todo subconjunto de R tiene supremo e infimo.
3. R es un conjunto totalmente ordenado sin mdzimo ni minimo.

4. St un subconjunto no vacio de R estd acotado superiormente tiene su-
premo, y si estd acotado inferiormente tiene infimo.

DEMOSTRACION: 1) La inclusién es claramente un orden parcial. Sélo falta
ver que en este caso es total.

Sean «, 3 € R. Supongamos a # 3, por ejemplo, supongamos que existe
be B\ a.

Sia € « entonces a < b (0 sino b € «), de donde a € (.

Esto prueba que a C 3, es decir, a < 3. Por lo tanto R estd totalmente
ordenado.

2) Sea S un subconjunto de R. Es inmediato comprobar que

Uae@

y es obviamente el supremo de S. El infimo de S no es sino el supremo del
conjunto de sus cotas inferiores.
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3) Si & € R entonces o # +00, luego existe un nimero racional r € Q \ .
Es facil ver que si r < s € Q, el conjunto § = {t € Q | t < s} es un ndmero real
tal que a < B. Por lo tanto R no tiene maximo.

Si a € R, entonces o # —o0, luego existe un nimero racional r € «. Si
s € Qy s < r, entonces el conjunto § = {t € Q | t < s} es un nimero real tal
que (B < a. Por lo tanto R no tiene minimo.

4) Un subconjunto de R no vacio y acotado superiormente tiene supremo en
R, como no es vacio el supremo no es —oo, como tiene una cota en R tampoco
es 400, luego tiene supremo en R. Andlogamente con infimos. n

Ahora podemos probar:

Teorema 2.8 La aplicacion que a cada punto P de una recta graduada le asigna
el numero real ap es una biyeccion entre la recta y el conjunto de los niumeros
reales. Ademds conserva el orden.

DEMOSTRACION: Veamos que ap es un ntimero real. En efecto: sir € ap
y s < r entonces Py < P. < P, luego s € ap.

Sir € ap entonces P, < P, luego hay un numero s tal que P, < Py < P,
luego r < sy s € ap.

Como existen puntos a la izquierda de P, también existen niimeros racionales
r tales que P. < P, con lo que ap # &, similarmente existen ntimeros r tales
que P < P,, con lo que r ¢ ap, luego ap # Q.

Si P < @ existe un ntimero racional r tal que P < P, < Q. Esto se traduce
enquer€agyré¢ap,luego ap # ag y es obvio que ap C ag. Por lo tanto
ap < ag. Esto prueba en particular que la correspondencia es inyectiva.

Sea ahora un nimero real a. Vamos a probar que tiene un punto asociado
en a recta. Sea X el conjunto de todos los puntos @) de la recta graduada tales
que P < P, para algiun r € a. Sea Y el conjunto de todos los puntos de la recta
que no estan en X. Es facil ver que podemos aplicar el axioma D y obtener un
punto P que claramente cumple a = ap. L]

Consideremos una recta graduada y un numero racional r. El punto P,
tiene asignado por una parte el nimero real r y por otra parte el niimero real
formado por todos los niimeros racionales menores que r. Podemos conciliar esta
duplicidad identificando ambos niimeros de acuerdo con el teorema siguiente:

Teorema 2.9 La aplicacion i : QQ — R dada por
i(r)={s€Q]|s<r}

es inyectiva y conserva el orden. Si identificamos Q con su imagen en R, entre
dos numeros reales hay siempre un numero racional.

DEMOSTRACION: Es inmediato que i(r) € R. Sir, s € Q con r < s, entonces
existe un t € Q tal que r < t < s, de donde resulta que ¢t € i(s) \ i(r). Como
obviamente i(r) C i(s), concluimos que i(r) < i(s).

Esto prueba que 7 es inyectiva y creciente.
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Sia < f3, existird b € f\ a. Sean r, s € [ tales que b < r < s. Entonces
todo a € a es menor que r, luego o < i(r). Asf mismo todo ¢t < r estd en g,
luego i(r) < 8.

Las desigualdades son estrictas pues b € i(r) \ a y s € 8\ i(r). "

En lo sucesivo consideraremos a los niimeros racionales como parte de los
numeros reales a través de la aplicacién que acabamos de definir. Ahora po-
demos generalizar la nociéon de razon entre dos segmentos de modo que sea
aplicable a cualquier par de ellos.

Definicién 2.10 Dado un segmento v = AB y un niimero real a > 0, definimos
el segmento avu como el segmento AP,,, donde P, es el punto asociado a o en
la prolongacién de u cuando la graduamos tomando origen A, unidad u y la
orientacién de modo que B sea positivo.

Si en particular v = ru para un numero racional r > 0, tenemos que en
una recta graduada v = PyP, donde ap = {s € Q | s < r}. Esto significa que
P, < P siysdlosis<r,loque sdlo es posible si P = P, (por el teorema 2.5).
Por la definicién de P, tenemos que v = ru en el sentido de 2.4. Acabamos de
probar que ambas definiciones coinciden sobre los niimeros racionales.

Es inmediato que si 0 < a < 8 entonces au < Su. Junto con lo anterior,
esto permite probar facilmente que la definicién de au depende sélo de la clase
de congruencia de u. En efecto, si u = v pero au < awv, existe un nimero
racional r tal que au < ru < av, pero entonces o < 7, luego av < rv = ru, lo
cual es absurdo.

Teorema 2.11 Para todos los segmentos u, v y todos los niumeros reales posi-
tivos a, B se cumple:

1. Sia < entonces au < [u,
2. Siu<wv entonces au < av,
3. a(u+v)=au+av.

DEMOSTRACION: La primera propiedad ya estd probada (es otra forma de
expresar que la correspondencia entre nimeros reales y puntos de una recta
conserva el orden). La segunda es una consecuencia de la tercera, pues si u < v
entonces v = u + w, luego au < au+ aw = au.

Para probar la tercera propiedad observemos en general que si au < v
entonces v serd de la forma v = fu, con § > «, luego existird un r > «
(v menor que ) de modo que ru < v, e igualmente si las desigualdades son
opuestas.

Supongamos que a(u + v) < au + av. Entonces existe un nimero racional
r > « tal que r(u +v) < au + av, pero r(u+v) = ru+rv > au + av. Si
por el contrario a(u + v) > au + av existird un nimero racional r < « tal que
au+av < r(u+v), pero r(u+v) = ru+rv < au+ av. Asi pues, se ha de
dar la igualdad. -
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Si v = au, diremos también que la proporcién que guardan v y u es a. Lo
representaremos por

v
— = Q.
u

Un planteamiento alternativo es fijar un segmento v como unidad de longitud
y decir que la longitud de v es a.

Es claro que dos segmentos son congruentes si y solo si tienen la misma
longitud medida con la misma unidad.

Definimos la distancia entre dos puntos P y () como la longitud del seg-
mento PQ. La distancia es, pues, relativa a la unidad de longitud utilizada.
Convenimos ademads que la distancia de un punto a si mismo es 0.

En estos términos podemos decir, por ejemplo, que una circunferencia estéa
formada por los puntos equidistantes de su centro.

Es muy importante notar que la construccién de los nimeros reales a partir
de los niimeros racionales es puramente conjuntista, es decir, no se basa en los
axiomas geométricos que estamos estudiando. Asi pues, tenemos un modelo
conjuntista del concepto geométrico de recta. Se trata del primer paso en la
inmersién de la geometria en la teoria de conjuntos.

Vamos a definir una suma de nimeros reales de manera que la longitud de
una suma de segmentos serd la suma de sus longitudes.

Definicion 2.12 Dados «, § € R, definimos
a+p=sup{r+s|rseQ,r<as<pf}
Ciertamente tenemos que o + 3 € R.

Teorema 2.13 Se cumple:
1. (R,+) es un grupo abeliano.
2. La suma + restringida a Q es la suma usual en Q.
3. Sia < entonces a+v < B +7.
4. Se cumple a > 0 si y sélo si —a < 0.

DEMOSTRACION: Notemos en general que para probar que dos nimeros
reales a y (3 son iguales es suficiente probar que todo numero racional = que
cumple z < a cumple también x < 3 y viceversa.

Sixz e Q, x < (a+ )+, entonces existen y, t € Q tales que = < y + ¢,
y < a+p,t <7, luego existen r,s € Q, tales que y < r+s, r < a, s < 3, luego
s+Ht<f4+yyr<r+(s+t) <a+(8+~). Similarmente se recorre el camino
contrario, luego (a+ B) +v=a+ (8 + 7).

Es obvio que la suma es conmutativa.
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Veamos que a+0 = . Siz € Q, x < o+ 0 existen r, s € Q tales que
r<r+s,r<a s<0 luegoxr <r+s<r<a Asi mismo, sir € Q, r < «
entonces existe un s € Q tal que r < s <, conloquer =s+ (r—s) < a+0.

Dado un ntimero real «, definimos

—a=sup{—r|reqQ, a<r}

Una cota superior del conjunto es —s, donde s € Q, s < «, luego —a es un
numero real. Veamos que « + (—a) = 0.

Siz € Q, ¢ < a+ (—a«) entonces existen r, s € Q tales que z < r + s,
r<a, —s>aq,luego x < r+s < 0. Reciprocamente, si z € Q, x < 0, tomamos
numeros racionales r < —u < 0y v < . Entonces la sucesién v+nu sobrepasara
(un nimero racional mayor que) « para algin natural n, que podemos tomar
minimo. Asi obtenemos un nimeror < atalque s=r+u>a (sir+u =«
cambiamos u por un nimero mayor que siga cumpliendo < —u < 0). Entonces
r<-—u=r—s<a+(—a).

Dados u,v € Q, si x € Q cumple z < i(u) + i(v) entonces existen r, s € Q
tales que ¢ < r+ s, r < u, s < v, luego z < u+ v, luego < i(u + v). Si
x < i(u+ v) tomamos r € Q tal que 0 < r < (v + v — z)/2, de modo que
< (u—r)+(v—r)<i(u)+i(v). Porlo tanto i(u + v) = i(u) + i(v).

Sir < ays <~ son nimeros racionales y o < f3, entonces r + s < [+ v
por definicién de suma, luego tomando el supremo, o + v < 5+ +.
La propiedad 4 se sigue sin dificultad de la definicién de —a. m

La interpretacion geométrica de la suma de ntimeros reales esta expresada
en la relacion siguiente, segtin la cual la longitud de una suma de segmentos es
la suma de las longitudes.

Teorema 2.14 Si « y B son numeros reales positivos y u es un segmento,
entonces (a4 B)u = au+ Bu.

DEMOSTRACION: Sea au + Su = yu. Hay que ver que v = o + 8. Si
r < ay s < [ son nimeros racionales positivos, entonces (r + s)u = ru + su <
au—+ fu =y, luego r + s < v, lo que prueba que a+ 3 < «y. Sifuera a+ 0 <7y
sea 6 > 0 tal que vy = a+ 8+ (existe por la propiedad 3 del teorema anterior).
Sea r € Q tal que 0 < r < 4. Tomemos numeros racionales s y t tales que
a<s<a+r/2y B <t<f+r/2. Entonces

autfu<suttu=(s+thu<(a+f+ru<(a+pf+6u=au+ fu,

con lo que tenemos una contradiccién. Por consiguiente se da la igualdad. =

Los ntimeros reales negativos también tienen su interpretacion geométrica
en términos de las rectas graduadas.

Ejercicio: Probar que si P, es el punto de una recta graduada que se corresponde
con el nimero real «, entonces PoP, = PoP_,, es decir, que los puntos asociados a
nimeros opuestos son los ‘simétricos’ respecto al punto Pp.
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Si tomamos dos unidades de longitud, por ejemplo el metro y el centimetro,
para expresar en centimetros una longitud dada en metros hemos de multiplicar
por 100, debido a que 1m = 100 cm. En general, si tenemos dos unidades u y
v, para expresar en términos de v la longitud de un segmento dada en términos
de u necesitamos conocer la longitud de u en términos de v, es decir, el nimero
8 que cumple © = Gv. Entonces, si s = au, tendremos también s = afv, de
modo que la longitud de s en términos de v se obtiene multiplicando por 8 su
longitud en términos de u. Todo esto es facil de probar si las longitudes son
todas racionales, pero si no es asi ni siquiera tenemos definido el producto a/3.
Vamos a definir un producto de nimeros reales que dé sentido a estas férmulas.

Definicion 2.15 Si « y 3 son ntimeros reales positivos definimos
af=sup{rs|r,seQ,0<r<a, 0<s<pf}
El producto de dos nimeros reales no nulos se define por las relaciones:

—((—a)ﬁ) sia<0, >0,
af = f(a(fﬂ)) sia>0, <0,
(—a)(—=B) sia<0, 8<0.

Finalmente, si « =0 o 8 = 0 definimos a5 = 0.

Teorema 2.16 Se cumple:
1. (R,+,-) es un cuerpo que contiene a Q como subcuerpo.
2. Sia>0ypB >0 entonces af > 0.

DEMOSTRACION: La prueba de que los nimeros reales positivos forman un
grupo con el producto se obtiene reemplazando literalmente sumas por produc-
tos en la prueba que hemos visto de que R es un grupo con la suma. Después las
propiedades se trasladan formalmente a ntimeros reales arbitrarios a partir de
la definicién de producto. Del mismo modo se ve que el producto en R extiende
al producto en Q, y la ultima propiedad es trivial. Sélo queda comprobar que
la suma distribuye al producto.

Tomemos en primer lugar «, 8, v > 0 y veamos que a(f8 + v) = aff + ar.

Sir € Q cumple 0 < r < a8 + 7), entonces existen u, v € Q positivos y
tales que r < wv, u < a, v < B+ 7, luego existen x, y € Q positivos tales que
v<x+y, x<f,y<~y. Entoncesr <ulx+y)=uxr+uy <af+ ay.

Si 0 <7 < aff + ay entonces existen u, v € Q positivos tales que z < u + v,
u < af, v < ay. A su vez existen a, b, ¢, d € @ positivos de modo que
r<ab4cd,a<a,b<f, c<a d<-. Seae=mixa,c. Entonces e < a'y
z<eb+ed=e(b+d) <af+7). Esto prueba la igualdad.

Sif+~>0,8>0,v <0, entonces aff = a((6+7)—7) =a(B8+7)+a(-P)
(puesto que B+~ > 0y —v > 0), de donde a(S + v) = af + ay. Los demds
casos se siguen formalmente de éstos dos. L]

Las propiedades siguientes son consecuencias inmediatas de los teoremas
anteriores:



2.1. Longitud de segmentos. Numeros reales 37

1. Sia <[ entonces —0 < —a.

2. Para todo o € R, o > 0.

3. Sia< B yvy>0 entonces ay < (.

4. 8i0<a<pf, entonces 0 < 71 < ~y7L.

También podemos probar la propiedad geométrica que habiamos anunciado:

Siay B >0yu es un segmento, entonces a(fu) = (af)u. Equivalente-
mente,

[SEVA
SIS

u

En efecto, un segmento s es menor que a(Bu) si y sélo si s < r(fu) para
cierto r < «, si y sélo si (1/r)s < fu para cierto r < a, siy sélo si (1/r)s < r'u
para ciertos 7 < a y v’ < 3, si y s6lo si s < rr’u para ciertos r < a 'y r’ < 3, si
y s6lo si s < r"u para cierto " < af3, si y sélo si s < (af)u. De aqui se sigue
obviamente la igualdad. m

Para terminar con los resultados basicos sobre longitud de segmentos demos-
tramos una caracterizacion sencilla que nos serd ttil en el capitulo préximo.

Teorema 2.17 Sea m una aplicacion que a cada segmento le asigna un niumero
real positivo y que cumpla las propiedades siguientes:

1. Siu=v entonces m(u) = m(v),
2. Para todo par de segmentos u, y v se cumple m(u + v) = m(u) +m(v).
Entonces, para todo par de segmentos u, v se cumple

m(v)

v
mu)  u’

DEMOSTRACION: Para todo ndmero natural ¢ se cumple por hipétesis que
m(qxr) = gm(z), y si aplicamos esto a x = u/q tenemos que m(u) = gm(u/q), o
equivalentemente

m(u/q) 1

m(u) g
Multiplicando esta igualdad por un nimero natural p obtenemos, para cualquier
niimero racional positivo r = p/q, que

m(ru) _

m(u)

Si dos segmentos cumplen & < y, entonces existe un segmento z tal que y = z+z,
luego m(x) < m(z) + m(z) = m(y). Por lo tanto, si « es un niumero real
arbitrario y 7, s son nimeros racionales tales que r < a < s tenemos

_ m(ru)  m(au)  m(ru)
m(u) — m(u)  m(u)
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Como esto es vélido para todo 7 y todo s, ha de ser

m(au)
=a.
m(u)
Expresando v = au tenemos la relacion buscada. ]

Lo que afirma este teorema es que si una aplicacién m cumple las propiedades
indicadas, tomamos una unidad de longitud « y llamamos k = m(u), entonces
m asigna a cada segmento su longitud multiplicada por k.

2.2 Complementos sobre nimeros reales

Recogemos aqui algunos conceptos y propiedades adicionales sobre los ni-
meros reales que acabamos de construir y que a menudo resultan ttiles.

Definicién 2.18 Llamaremos Rt al conjunto de los nimeros reales positivos
(mayores que 0), llamaremos R~ al conjunto de los niimeros reales negativos
(menores que 0). Definimos el signo de un nimero real o como

+1 sia>0
siga = 0 sia=0
-1 sia<0

Llamaremos valor absoluto o mddulo de un nimero real o al nimero

| = a sta>0
Tl —a sia<0

La demostracion de las propiedades siguientes no ofrece ninguna dificultad:

L |a] =20,

2. Jal =| —al,

3. la] < Bsiysdlosi —f < a<p,
4. |a+ Bl <l + 1B,

5. |lal = 16]] < la— .

6. [aB| = lallf].

Todo ntimero real « estd comprendido entre dos ntimeros enteros. Llamare-
mos parte entera del nimero « al tinico ndmero E[a] que cumple: Ela] € Z y
E[a] < @ < Ela]+ 1. Es ficil probar que siempre existe un inico nimero entero
en estas condiciones.
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Definicién 2.19 Si « y [ son nimeros reales definimos los conjuntos:

Ja,fl={z€R|a<z<p} [o,fl={zreR|a<z<p}
la,fl={zeR|a<z<F} [a,f[={reR|a<z<f}

Podemos considerar estas mismas definiciones en R = R U {—o00, 400} y asi
tenemos en particular

|—o00,B={zeR|z< b} Jo,+o[={zeR|a<z}
|0, 8l ={zeR |z <[} [a,+oc[={zeR|a<z}.

Los conjuntos de cualquiera de estos tipos reciben el nombre de intervalos.

La interpretacion geométrica de los intervalos es clara. El teorema siguiente
es una forma generalizada del axioma D, pero lo demostramos a partir de la de-
finicién de los nimeros reales, es decir, sin hacer uso de los axiomas geométricos.

Teorema 2.20 Los intervalos de R son exactamente los subconjuntos I de R
que cumplen la propiedad siguiente: sia, €1 ya <~y <3, entonces v € I.

DEMOSTRACION: Es claro que todos los intervalos cumplen la propiedad
indicada. Sea I un subconjunto de R con dicha propiedad.

Si I = @, entonces I = |a, af, que es un intervalo. Supongamos que I no es
vacio.

Sean o y (3 el infimo y el supremo de I, respectivamente en R.

Six € ]a, 8], por definicién de supremo e infimo, existen nimeros u,v € I de
manera que « < u < z < v < 3, luego x € I, es decir, |a, 8] C I, y obviamente
I C [, f]. Esto da lugar a cuatro casos segtin si a y 3 estdn o no en I, lo que
nos lleva a una de las igualdades: I =]a, 5[, = o, f],I = [o, 8], = [o, (]

Veamos ahora que existen ntimeros irracionales. Para ello probamos lo si-
guiente:

Teorema 2.21 Para todo numero real o > 0 existe un dnico numero real 3 > 0
tal que oo = 3%. Diremos que 3 es la raiz cuadrada de a y lo representaremos

por \/a.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que a > 0. Sea [ el supremo del con-
junto de nimeros reales cuyo cuadrado es menor que «. Esta acotado superior-
mente por cualquier nimero real mayor que a y que 1, luego 3 es ciertamente
un ntmero real. Supongamos que a < 3?. Tomemos un ndmero natural n que
cumplan > 1/8y n > 23/(3? — a). Asi 28/n < 32 — a y en consecuencia

1\, 11, 1
577 :ﬂ 72ﬂ*+72>ﬂ *ﬂ +Oé+72>05.
n n n n

Es claro que cualquier niimero cuyo cuadrado sea menor que « ha de ser menor
que 3 —1/n, luego este niimero es una cota superior del conjunto de todos ellos,
en contra de que (§ sea su supremo.
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Supongamos ahora que 32 < «. Entonces tomamos un niimero natural n
que cumpla n > 48/(a — %) y n? > 2/(a — 3?). Asi

2 92 Q2
<6+1> :62+2ﬂl+%<62+a Fpa-p = +a-p=
n n n

2 2

luego 5+ 1/n es un nimero mayor que [ perteneciente al conjunto del que 3 es
el supremo, lo cual es imposible. Por lo tanto ha de ser 52 = a.

La unicidad es clara, pues si 7y es cualquier otro ntimero real positivo entonces
Y2 <pB?207%> % seginsiy<Boy>p. "

Es conocido que un nimero natural no es un cuadrado en Q salvo que sea un
cuadrado en Z, por lo que v/2, v/3, /5, etc. son ejemplos concretos de ntimeros
irracionales.

Ejercicio: Probar que entre dos nimeros reales cualesquiera existe un nimero irra-
cional.

El teorema anterior admite una generalizaciéon que serd esencial més ade-
lante.

Teorema 2.22 Todo polinomio de R[z] de grado impar tiene una raiz en R.

DEMOSTRACION: Probemos en primer lugar que si P(x) es un polinomio no
constante, ¢ € R y € > 0, entonces existe un § > 0 tal que si |h| < ¢ entonces

|P(c+h) — P(c)] < e.

n
En efecto, si P(z) = Y. axz®, entonces
k=0

P(c+h) = Za,{j( )chk @:P(c)+§njak§(’;>cihk—l—ih,

k=0 =0

luego si A < 1 se cumple

P(c+h) — (zn:

k=01

k

|
—

I
o

(5 )ael ol = 1.
Basta tomar § = ¢/ K.

Por otro lado, si suponemos que P(x) es ménico (es decir, a,, = 1),

P(x)" Gp_1 agm™

=1+—+- + — .
x
Si tomamos |z| > nmax; |a;| y |z] > 1, se cumple |ai/mi| < 1/n, luego

Ay — ap™
Tt <L

con lo que
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es decir, P(x) y ™ toman el mismo signo cuando |z| es suficientemente grande.
Si n es impar P toma valores positivos y negativos. Mds ain, existe un nimero
real z( tal que P(t) < 0 siempre que t < xy. Esto prueba que el conjunto

A={zeR|P(t) <0 para todo t < z}

no es vacio. Por otra parte cualquier x tal que P(z) > 0 es una cota superior
de A, luego o = sup A es un nidmero real. Veamos que P(a) = 0.

Notemos que si t < « entonces existe un x € A tal que t < & < «, luego
P(t) < 0. Si P(a) > 0 tomamos 0 < € < P(«) y sabemos que existe un 6 > 0
de modo que |P(a—d/2) — P(a)| < €, luego P(a—§/2) > P(a) —e > 0, y esto
es imposible.

Supongamos ahora que P(a) < 0. Entonces tomamos P(a) < —e < 0, con
lo que existe un 6 > 0 de modo que si |h| < § entonces |P(a + h) — P(a)| < e,
luego P(a+ h) < P(a) + € < 0. Esto implica que a4+ § € A, lo cual es también
imposible.

Concluimos que P(a) = 0. n

Si aplicamos el teorema anterior al polinomio z™ —a, con n impar, concluimos
que todo numero real tiene al menos una raiz n-sima, es decir, que existe un
nimero b tal que b™ = a. Este ntimero b es tnico, pues si hubiera otro b’
tendriamos que (b/b')™ = 1 (podemos suponer a # 0), pero entonces b/b' = 1,
ya que si b/l < 1 entonces (b/b')™ < 1y si b/l > 1 entonces (b/b)™ > 1.

Llamaremos %/a a la tnica raiz m-sima de a, donde m es impar. Notemos
que el signo de %/a es el mismo que el de a.

Si m no es impar pero a > 0 entonces a también tiene raices m-simas.
Concretamente, si m = 2"m’, donde m’ es impar, basta calcular r veces la
rafz cuadrada de ™/a. Sin embargo ahora tenemos dos raices cuadradas, pues
si b es una raiz m-sima de a con m par, es claro que —b también lo es. El
argumento anterior prueba, no obstante, que todo a > 0 tiene una unica raiz
m-sima positiva.

Si a > 0, llamaremos %/a a su Unica rafz m-sima positiva.

Es inmediato comprobar que si a < 1 entonces ¥/a < 1, mientras que si
a > 1 entonces ¥/a > 1.

Ahora observamos que si m > 1 es un numero natural, n es un nimero

, oy n , A
entero y a un nimero real positivo entonces ( \/E) depende sélo del nimero
. . , km
racional n/m, pues si k es un ndmero natural no nulo, ( ’”{L/E) = a, luego

( "%)k = %/a, luego ( ’”{‘/E)Im = (%/a)". Por consiguiente podemos definir

a"/™ = (%/a)", paratodo - € Q.
m

Haciendo m = 1 vemos que esta exponenciacién extiende a la usual (para
exponentes enteros). Es muy simple comprobar que se conservan las propiedades
bésicas:

a®=1, a'=a, 1"=1, a " =d"a®, da"*=(a")%, a " =—.
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Ademss si r < s entonces a” < a® si a > 1, mientras que a®* < a” si a < 1.
En efecto, basta comparar a®*~" con 1, luego basta probar que si r > 0 entonces
a” es mayor o menor que 1 segin lo sea a, pero esto es inmediato.

Sia >1y a € R definimos a® = sup{a” | r € Q, r < a}. Es claro
que a® asi definido es un nimero real positivo. Ademds es inmediato que esta
exponenciacién con exponentes reales coincide con la que ya teniamos definida
cuando los exponentes son racionales. Sia < 1 en la definicién hemos de cambiar
el supremo por un infimo. Por simplicidad supondremos siempre a > 1, pero el
lector debe comprobar que todo vale igualmente cuando a < 1.

Se siguen cumpliendo todas las propiedades elementales:
a®=1, al=a, 1°=1, P =0a%P, a*P= ("’ o *=—.

Comprobaremos la cuarta como ejemplo:

Sir < a, s < son dos nimeros racionales, entonces r + s < o + 3, luego
por definicién a™t* < a*tB, luego a"a” < a*th luego a” < a®th /a®. Tomando
el supremo para r < a concluimos que a® < a®*#/a®, luego a® < a®*?/a% y
andlogamente a” < a®*8 /a®, luego a®a” < a®*h.

Sir < a+ (0 es un nimero racional, de la definicién de suma de nimeros
reales se sigue facilmente que r < s+ ¢, donde s < «, t < 3 son dos nimeros
racionales. Asf a” < a®a’ < a“a”, luego tomando el supremo para r < o +
queda a®*t? < a®a”.

Si a < f3, existen racionales a < 7 < s < 3, luego a® < a” < a® < a” (si
a < 1 hay que cambiar el sentido de la desigualdad).

Con esto tenemos probado que la funcién ezponencial exp, : R — R dada
por exp,(z) = a® es un monomorfismo de grupos. Veamos que es suprayectivo,
es decir, que para todo 3 € R existe un o € R tal que a® = (.

En primer lugar probamos que si @ > 1 y € R existe un natural n tal que
a™ > x. FEn efecto, haciendo a = 1+ b, con b > 0 el teorema del binomio de
Newton nos da que a™ > 1+ nb, luego basta tomar n > (z —1)/b.

Tomamos o = sup{z € R | ® < (}. La observacién anterior prueba
en particular que el conjunto estd acotado superiormente. Si 7 < « entonces
a” < B por definicién, luego tomando supremos resulta que a® < 3. No puede
ser a® < 3, pues entonces 1 < b/a® y existiria un natural n tal que a < (b/a®)™,
es decir, a'/" < b/a®, o también a®t1/m < B, en contradiccién con la definicién
de a.. Asi pues, a® = (.

Definimos la funcién logaritmica log, : RT — R como el isomorfismo in-
verso de la funcién exponencial exp, .

Las propiedades siguientes de la funcién logaritmica se demuestran inmedia-
tamente a partir de las de la funcién exponencial:

_logy(a)

log, (@) = log, () +10g,(5), log,(a”) = log, (a), log,(a) = .
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2.3 Amplitud de angulos

Vamos a asignar un numero real a cada angulo tal y como hemos hecho
con los segmentos. Dado un angulo L, el dngulo nL, es decir, la suma de L
consigo mismo n veces, no esta definido para todos los nimeros naturales n
(puede incluso no estar definido para n = 2). En cambio el teorema 2.2 asegura
que (1/n)L esté definido para todo n. Es claro entonces que L esté definido al
menos para todo nimero racional menor o igual que 1. Mds atn, si estd definido
para r = p/q, entonces estd definido para n/q, para todo n < p, de donde es
facil ver que si rL estd definido para un nimero racional r > 0, también lo estd
para todo numero racional positivo menor. El teorema siguiente prueba que
ciertamente hay nimeros para los que rL no esta definido junto con otro hecho
importante.

Teorema 2.23 Sea L un dngulo. Entonces

1. Eziste un nimero real > 0 tal que rL estd definido exactamente para los
numeros racionales que cumplen 0 < r < p.

2. Dados dos dngulos U < V', hay un ndmero racional v tal que U < rL < V.

DEMOSTRACION: Supongamos que nL estd definido para todo nimero na-
tural n. En particular los angulos nL han de ser todos agudos, pues si nL fuera
recto u obtuso entonces no estarfa definido 3nL. Sea AOB un angulo recto y
consideremos puntos A, en AB tales que @n = nL. Aplicando como de
costumbre el axioma D probamos que el conjunto X de los puntos P en AB
tales que AOP < A/O\An para algin n (mds los puntos menores o iguales que A
respecto al orden <4p) es una semirrecta de origen un punto C' en AB.

Entonces AOC' es mayor o igual que todos los angulos nL. En particular
podemos restarle un dngulo menor que L y obtener un punto D en AB anterior
a C tal que DOC < L. Entonces D estd en X, luego existe un n tal que
A/O\C' < A/O\An. Pero entonces

A0C = AOD + DOC < AOA, + L = AOA, 1,

mientras que ha de ser A/O\An_H < A/O\C Por lo tanto nL no esta definido
para algin n (ni para ningin nimero racional posterior) y asi el conjunto de
los niimeros racionales r para los que rL esta definido tiene un supremo p en
R, que es el nimero buscado.

De aqui se deduce que dados dos dngulos L y L’ existe un ntimero natural
n tal que (1/n)L < L'. En efecto, si fuera L’ < (1/n)L para todo n, entonces
es claro que nL’ estaria definido para todo n, en contra de lo que acabamos de
probar.

Sean ahora dos dngulos U < V. Existe un nimero natural n de manera que
(I/n)L <V —U < V. Ahora observamos que si A es cualquier dngulo menor
o igual que U, entonces A + (1/n)L estd definido y es un dngulo menor que
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U+ (V—-U)=V. Por lo tanto, o bien U < (1/n)L < V o bien podemos ir
calculando (1/n)L, (2/n)L, etc., definidos mientras sean menores o iguales que
U. Como no puede haber definidos infinitos multiplos de (1/n)L, ha de haber
un k tal que (k/n)L < U pero

k41
U<%L<V,

como habia que probar. n

Ahora ya podemos definir la medida de angulos:

Teorema 2.24 Sea L un dngulo cualquiera y sea u la constante del teorema
anterior.

1. Para todo mimero real 0 < « < u existe un unico dngulo oL (salvo
congruencia) tal que para todo nimero racional 0 < r < « se cumple
rL < a L y para todo numero racional o < r < p se cumple rL > a L.

2. Para todo dngulo L' existe un tnico nimero real 0 < o < u tal que
L' =« L. En particular p L es un dngulo llano.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que « < u. Sea un ntimero racional
a < s < pu. Sea sL = AOB. Sea X el conjunto de puntos P del intervalo

AB tales que OAP < rL para algin numero racional r < « (mds los puntos
anteriores a A). Aplicando el axioma D tal y como es habitual obtenemos que

X es una semirrecta de origen un punto C' que determina un angulo A0C , que
es al que vamos a llamar aL.

Si r < o existen un nimeros racionales 7 < r’ < r” < a. Si 'L = AOP,
entonces P € AB (porque r'L < sL) y AOP < "L, luego P estd en X y por
lo tanto es anterior a C, lo que implica que rL < 'L < aL.

Si o < r entonces existen nimeros racionales a < v’ < ry r’ < s Si
ponemos 'L = AOP, entonces P no estd en X, luego es posterior a C, luego
oL <r'L <rL.

El segundo apartado del teorema anterior garantiza que al es Uinico y que
no depende més que de la clase de congruencia de L (si hubiera dos déngulos
con la misma propiedad, uno seria menor que el otro y podriamos intercalar un
dngulo rL entre ambos que incumpliria la propiedad que acabamos de probar).

Es claro que si definimos puL como un angulo llano se cumple también el
teorema en este caso (ningun dngulo no llano tiene la propiedad, pues serfa
posterior a un rL).

Dado un dngulo L', sea « el supremo del conjunto de los ntimeros racionales
tales que rL < L'. Necesariamente entonces al, < L', y si fuera estrictamente
menor, existiria un ndmero racional r tal que al < rL < L', pero entonces
serfa r < « por definicién de a y r > « por definicién de L. La unicidad de «
es clara. L]

Es claro que si « es un nimero racional aL coincide con el definido algebrai-
camente mediante sumas y divisiones. Asi mismo se demuestran sin dificultad
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(v de modo totalmente andlogo al caso de los segmentos) las propiedades si-
guientes:

Teorema 2.25 Sean «, 3 nimeros reales y L, L' dos dngulos. Entonces se
cumplen las propiedades siguientes (donde suponemos que las sumas y productos
estdn definidos)

1. Sia < (3, entonces ol < L,
2. Si L < L' entonces aL < aL/,
3. (a+B)L=aL+ gL,

4. a(L+L)=al+al,

5. (a(BL)) = (ap)L

La interpretacién geométrica de estas propiedades es la misma que en el caso
de las longitudes de segmentos. En particular, si fijamos una unidad de angulos
arbitraria U, definimos la amplitud de un angulo L con respecto a esta unidad
como el nimero a que cumple L = aU. Para que nuestra notacién coincida
con la habitual, vamos a adoptar provisionalmente un convenio no habitual:
llamaremos 7 a la amplitud de un angulo llano respecto a la unidad de angulos
que consideremos.

El teorema 1.49 puede reenunciarse ahora como que la suma de dos angulos
de un tridngulo es siempre menor que 7. En realidad podemos probar un poco
mas:

Teorema 2.26 (Lagrange) La suma de los tres dngulos de un tridngulo es
menor o igual que .

DEMOSTRACION: Dado un tridngulo ABC cuyos angulos midan a, b y c,
consideramos el punto medio M del lado AB y prolongarnos el Segmento AM
hasta un segmento AD = 2AM. Es claro entonces que AMC = DMB con lo
que el triangulo ABD resulta tener un angulo igual a b+ ¢ y otros dos angulos
x e y tales que a = z +y. Uno de estos dos serd menor o igual que a/2.

C D

C x
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De este modo, dado un triangulo arbitrario hemos obtenido otro cuyos
angulos suman la misma cantidad pero uno de ellos es menor o igual que la
mitad de uno de los dngulos originales. Repitiendo el proceso podemos obtener
tridngulos con la misma suma de dngulos y donde uno de ellos sea menor o igual
que a/2". Si la suma de los dngulos del tridngulo original fuera 7 + €, entonces
podemos llegar a un tridngulo cuyos angulos sumen 7 + ¢ con uno de ellos me-
nor que €. Por lo tanto, los otros dos sumaran al menos 7, lo cual contradice al
teorema 1.49. n

Terminamos lo referente a la medida de dngulos con un resultado andlogo al
teorema 2.17. Omitimos la prueba por ser completamente analoga.

Teorema 2.27 Sea m una aplicacion que a cada dngulo le asigna un nimero
real positivo y que cumpla las propiedades siguientes:

1. Si L = L' entonces m(L) = m(L'),
2. Si L, y L' se pueden sumar, entonces m(L + L") = m(L) +m(L’).
Entonces, para todo par de dngulos L, L' se cumple

m(L) L
m(L) L'

2.4 Arcos y sectores circulares

Fijemos una circunferencia w de centro O y radio r. Si A y B son dos puntos
de w no diametralmente opuestos (es decir, no alineados con O), llamaremos arco
menor de extremos A y B a la interseccién de w con AOB. El arco mayor de
extremos A y B es el conjunto formado por los puntos de w que no estédn en el
arco menor, mas los puntos A y B. Diremos que estos dos arcos son mutuamente
complementarios.

Un arco determina a sus extremos, pues son los tnicos puntos P con la
propiedad de que todo angulo de vértice O y que contenga a P en su interior
(es decir, no en su frontera) contiene puntos de w externos al arco.

Si A y B son puntos de w diametralmente opuestos llamaremos arcos de ex-
tremos A y B a las intersecciones de w con los dos semiplanos determinados por
la recta AB. Asi tenemos dos pares de arcos complementarios, sin que podamos
decir que uno es mayor que otro. Estos arcos se llaman también semicircunfe-
rencias. Las semicircunferencias determinan sus extremos del mismo modo que
los demés arcos. Usaremos la notacién AB para referirnos a un arco de extremos
A y B en una circunferencia dada, pero hemos de tener presente que AB no
determina el arco, sino que éste depende de la circunferencia y ademds hay dos
arcos distintos con los mismos extremos. Cuando no sean semicircunferencias
los distinguiremos si conviene como ABy; (arco mayor) y AB,, (arco menor).

El segmento que une los extremos de un arco se llaman cuerdas del arco.
Dos arcos complementarios comparten la misma cuerda.
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Si en lugar de partir de una circunferencia partimos de un circulo obtenemos
las definiciones de sector circulary semicirculo. La frontera de un sector circular
estd formada por dos radios OA, OB y un arco de extremos A y B, de modo
que los arcos se corresponden biunivocamente con los sectores, por lo que es
equivalente trabajar con unos u otros.

Los arcos admiten la caracterizacion siguiente:

Teorema 2.28 Los arcos de extremos A y B en una circunferencia w son las
intersecciones con w de los semiplanos determinados por la recta AB.

DEMOSTRACION: Si AB pasa por el centro O de w los arcos de extremos
Ay B son semicircunferencias, y el resultado es cierto por definicién. Supon-
gamos el caso contrario. Si P es un punto del arco menor A/Bm, entonces P
estd en el angulo A/O§, luego la semirrecta O.P) corta al segmento AB. Como
este segmento estd contenido en el circulo, el punto de corta ha de estar en
OP, y esto significa que O y P estdn en semiplanos distintos respecto a AB.
Reciprocamente, si P es un punto de w en el semiplano opuesto a O respecto a
AB, entonces OP ha de cortar a AB. Como OP esté contenido en el circulo,

el punto de corte ha de estar en AB, luego la semirrecta O_])-j esta contenida en
X(')E lo que se traduce en que P esta en A/Bm.

Con esto hemos probado que Aer es la interseccién de w con el semiplano
de AB que no contiene a O. Obviamente entonces el arco mayor ha de ser la
interseccién de w con el semiplano que contiene a O. [

Definicién 2.29 La amplitud de un arco de extremos AB (en un circulo de

—_—
centro O) es la del dngulo AOB si el arco es menor, 27 menos esta amplitud si
es mayor y 7 si son semicircunferencias.

De este modo, los arcos menores son los arcos de amplitud menor que 7 y los
mayores son los de amplitud mayor que 7. Podemos pensar en las circunferencias
como arcos de amplitud igual 2.

Teorema 2.30 Sean AB Yy BC' dos arcos de una circunferencia con el extremo
B como unico punto comin. Entonces ABU BC' es un arco de extremos A y
C, y su amplitud es la suma de las amplitudes de los arcos dados.

DEMOSTRACION: Sea O el centro de la circunferencia que contiene a los ar-
cos. Representemos por m(X) la amplitud de un dngulo o arco X. Supongamos
que la amplitud de uno de los arcos es mayor que 7, por ejemplo m(AfB) > .
Entonces AB es un arco mayor, luego esta contenido en el complementario del
angulo AOB. Como BC' no tiene puntos en comun con AB (salvo B) ha de
estar contenido en AOB. En particular C' es un punto interior de este angulo,
luego AOB = AOC + COB. Es claro entonces que ABUBC = ACy;. Ademés

A >

m(ACy) = 21 — m(AOC) = 21 — m(AOB) + m(COB) = m(AB) + m(BC).
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Si uno de los arcos tiene amplitud 7 la prueba es casi idéntica. Supongamos
ahora que ambos arcos son menores que w. Esto significa que ambos arcos son
menores, luego estan contenidos en los dngulos A0B y BOC. Llamemos A’ y
B’ a los puntos diametralmente opuestos a A y B.

Notemos que A y C han de estar en semiplanos opuestos respecto a BB/,
pues en caso contrario los angulos @ vy EO\C estarfan uno contenido en otro,
y los arcos también. Por lo tanto C' estd en uno de los dos angulos BOA o

Si C estd en BOA’ (incluyendo el caso C = A’) entonces tenemos la relacién
A0C = IO\B—F §O\C, luego ABUBC = AC,, y la relacién entre las amplitudes
es clara. . e

Si C estd en A’OB’ entonces BOC = BOA’ + A’OC, luego

P e\

ABUBC = ABUBA UAC = AA U AC,, = ACw,

VY
donde AA’ es la semicircunferencia que contiene a B. Las amplitudes cumplen
la relacién indicada:

m(ACy) = 27 —m(AOC) = 21 — 1 + m(AOC) = 7 + m(A'0C)
= m(AOB) + m(BOA') + m(A0OC) = m(AOB) + m(BOC)

m(AB) + m(BC).



Capitulo I1I

La geometria euclidea

Los resultados de los capitulos anteriores eran intuitivamente evidentes, o
por lo menos susceptibles de ser justificados sin mas que observar una figura.
En este capitulo nos ocuparemos de resultados més profundos, de los que ya
no puede decirse lo mismo. Por una parte nos servirdan para comprender que la
geometria encierra resultados nada triviales de interés en si mismo, y por otra
una parte de ellos nos pondran en condiciones de sumergir completamente la
geometria en la teoria de conjuntos, de lo cual nos ocuparemos en el capitulo
siguiente.

3.1 El axioma de las paralelas

Recordemos del capitulo anterior que dos rectas son paralelas si estan conte-
nidas en un mismo plano y no tienen puntos en comun, asi como que dos planos
son paralelos si no tienen puntos en comin. Muy poco es lo que podemos decir
sobre rectas y planos paralelos sin mas base que los axiomas que hemos dado
hasta ahora. Probaremos tan sélo la existencia.

Teorema 3.1 Por un punto exterior a una recta pasa una paralela.

DEMOSTRACION: Dada una recta r y un punto exterior P, sea s la perpen-
dicular a r por P y sea t la perpendicular a s por P contenida en el plano de
ry s. Las rectas r y t han de ser paralelas, pues si se cortaran formarian un
tridngulo con dos angulos rectos. m

Teorema 3.2 Por un punto exterior a un plano pasa un plano paralelo.

DEMOSTRACION: Sea 7 un plano y P un punto exterior. Sea r la recta
perpendicular a w por P, sea 7y el plano perpendicular a r por P. Entonces 7
y 71 son planos paralelos, pues si tuvieran un punto en comun @), el tridngulo
formado por P, @ y la interseccién de r con 7 tendria dos dngulos rectos. m

Introducimos ahora el tdltimo axioma de la geometria. Con ello estaremos
en condiciones de formalizar cualquier razonamiento geométrico intuitivo.

49
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Definicién 3.3 Una geometria (tridimensional) euclidea es una geometria que
satisfaga los axiomas A, B, C, D junto con el axioma siguiente:

Axioma E Por un punto exterior a una recta pasa una tnica paralela.

El hecho analogo para planos se demuestra facilmente:
Teorema 3.4 Por un punto exterior a un plano pasa un unico plano paralelo.

DEMOSTRACION: Sea 7 un plano y P un punto exterior. Sea r la perpen-
dicular a m por P y sea 7 el plano perpendicular a r por P. Hemos probado
que m; es paralelo a m. Veamos que es el unico posible. Si 7y es otro plano
paralelo a m que pasa por P, entonces 71 y 72 se cortardn en una recta s (que
contiene a P y es perpendicular a 7). Sean t; y t5 las rectas perpendiculares
a s por P contenidas en m; y mo. Entonces r, t; y to son coplanares (por ser
perpendiculares a s por P), y el plano que forman corta a 7 en una recta ¢t (que
pasa por el punto de interseccién de r y 7). Por lo tanto las rectas t, t1 y to
son coplanares, pero t1 y t2 son dos paralelas a t que pasan por P, luego han
de coincidir. Asi pues, m; y 7 tienen en comun las rectas perpendiculares s y
t1, luego m = mo. n

Teorema 3.5 Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas o coincidentes.

DEMOSTRACION: Sean r; y rp paralelas a r3. Supongamos que 71 y 73 no
son paralelas ni coincidentes. Sea 7, el plano que contiene a 71, r3 y sea my el
plano que contiene a ro y r3. Si m; = 7o entonces 1 y T2 estan en el mismo
plano, y como no son paralelas se cortan en un punto P, con lo que r3 tiene dos
paralelas distintas por P, contradiccion.

Si 71 # o entonces la interseccién de ambos planos es la recta r3. Sea 7 el
plano que contiene a r; y a un punto @ de ry. Entonces 7 corta a ms en una
recta ' disjunta de r3 (pues si R estd en 7/ Nrs entonces R no puede estar en
r1, ya que entonces estaria en m Ny = rg y por tanto en r; Nrs. De aqui que
T = mp, pues tienen a 1 y a R en comun, luego r’ = r3 y Q) estarfa en ro Nr3).
Por lo tanto 7’ es paralela a r3 y pasa por un punto de rg, luego ' = ro. De
nuevo tenemos que ry y 72 estdn en un mismo plano, y concluimos como antes.

| |

Mas facilmente se demuestra:
Teorema 3.6 Dos planos paralelos a un tercero son paralelos o coincidentes.

Consideremos una figura formada por dos rectas r y s que cortan a una
recta t en puntos distintos P y Q). De los ocho angulos determinados por los dos
cortes, llamaremos dngulos internos de la figura a los dos que tienen vértice P y
que estan contenidos en el semiplano de r que contiene a @), asi como a los dos
que tienen vértice (Q y estan contenidos en el semiplano de s que contiene a P.
Hay, pues, cuatro dngulos internos, dos con vértice P, uno en cada semiplano
respecto a t, y dos con vértice (), también uno en cada semiplano respecto a t.
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Los cuatro angulos restantes son externos. También hay dos en cada vértice y
cada uno en un semiplano distinto respecto a t. Diremos que dos dangulos son
alternos si tienen vértices distintos y estan contenidos en semiplanos distintos
respecto a t.

t
adngulos alternos
externos

T 4ngulos alternos

Internos angulos alternos

internos

$ &ngulos alternos

externos

Teorema 3.7 Sean r y s dos rectas que corten a una recta t en dos puntos P
y Q. Entonces v y s son paralelas si y solo si los dngulos alternos internos que
determinan son iguales.

DEMOSTRACION: Si los dngulos alternos internos son iguales, entonces dos
angulos internos no alternos son suplementarios, luego no pueden ser los angulos
de un tridngulo, cosa que ocurriria si las rectas r y s se cortaran.

Supongamos ahora que r y s son paralelas. Tomamos uno de los dngulos
internos de vértice P y lo transportamos a un angulo de vértice @), con un lado
igual a Q_P) y con el otro lado en el semiplano opuesto al dngulo de partida
respecto de t. La prolongacién de dicho lado es una recta s’ de modo que ¢
determina &ngulos alternos internos iguales en r y s’. Por la parte ya probada
r y s’ son rectas paralelas, y como s’ pasa por @, por el axioma E ha de ser
s = s', luego ciertamente los dngulos alternos internos son iguales. [

Asi pues cuando una recta t corta a dos rectas paralelas r y s se forman ocho
angulos divididos en dos grupos de cuatro que son iguales entre si. Los de un
grupo son los suplementarios de los del otro grupo. Como aplicacién inmediata
tenemos el hecho siguiente:

Teorema 3.8 La suma de los dngulos de un tridngulo es igual a 7.

DEMOSTRACION: Dado un tridngulo cualquiera ABC, trazamos la paralela r
al lado BC por el punto A. Obviamente r deja a B 'y C' en un mismo semiplano.

r P A Q

|
T T
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Las semirrectas AB y AC dividen a dicho semiplano en tres angulos cuya
suma es 7. Uno de ellos es A, y los otros dos son iguales a By C por el teorema
anterior.

Con mas detalle: tomemos puntos P y ) a ambos lados de A en r. Entonces
los angulos PAB y PAC estén contenidos en el mismo semiplano respecto a r
(pues r no corta a %) luego uno estd contenido en el otro. Supongamos por

ejemplo que PAB es el menor. Entonces AB estd contenida en PTA\C luego
corta a PC, luego P y C estédn en semiplanos distintos respecto a A AB, de donde
se sigue que PAB ABC son alternos 1nternos Asi pues, PAB = B, luego
PAC = m—l—w = A+ B. Por otra parte, QAC es adyacente a PAC Cy. de
aqui que B y @ estén en semiplanos distintos respecto a AC, con 1 lo que @ QAC’ y
ACB son alternos internos. En total queda que A+B+C = PAC + CAQ = .

En particular, si dos tridngulos tienen dos angulos iguales, de hecho tienen
los tres dngulos iguales, luego el criterio de igualdad ALA puede aplicarse con
dos angulos cualesquiera, no necesariamente los contiguos al lado.

Definicion 3.9 Sean A, B, C, D cuatro puntos coplanares tales que la recta
AB sea paralela a CD y la recta AD sea paralela a BC. Entonces C'y D estdn
en el mismo semiplano respecto a AB, A y B estdn en el mismo semiplano
respecto a CD, Ay D estdn en el mismo semiplano respecto a BC'y By C
estan en el mismo semiplano respecto a AD. A la interseccién de estos cuatro
semiplanos se le llama paralelogramo (gr. ‘de lineas paralelas’) de vértices A, B,
CyD.

Los segmentos AB, BC, CD y DA se llaman lados del paralelogramo. Dos
lados son contiguos si tienen un vértice en comun y son opuestos en caso con-
trario. La union de todos ellos constituye su frontera.

Los angulos DAB ABC BCD y CDA se llaman angulos del paralelogramo.
Los segmentos AC' y BD se llaman diagonales del paralelogramo. Dos vértices
son contiguos u opuestos segun si son extremos de un lado o de una diagonal.

A B

D C

Los paralelogramos son intersecciones de semiplanos, luego son convexos.
En particular las diagonales de un paralelogramo estdn contenidas en él. No es
dificil probar que un paralelogramo determina sus vértices.

Teorema 3.10 Los lados y los dngulos opuestos de un paralelogramo son igua-
les, los dngulos contiguos son suplementarios, las diagonales se cortan por su
punto medio.
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DEMOSTRACION: Con la notacién de la definicién anterior, tenemos que A
y D estin en el mismo semiplano respecto a BC, luego si D y B estuvieran
en el mismo semiplano respecto a AC' tendriamos que D perteneceria al &ngulo
@, luego AD cortaria al segmento BC', cuando en realidad son paralelos.
Asi pues, B y D estdn en semiplanos distintos respecto a AC, por lo que BD
corta a AC. Similarmente llegamos a que AC ha de cortar a la recta BD, y
como el punto de corte ha de ser el mismo en ambos casos, concluimos que las
diagonales AC y BD se cortan en un punto P.

Es claro que dos angulos contiguos, por ejemplo A y B son angulos internos
respecto a la figura formada por las rectas paralelas AD y BC cortadas por AB,
pero no son alternos, sino que ambos estan en el mismo semiplano respecto a
AB. Por lo tanto A y un angulo adyacente a B si son angulos alternos internos,
luego A y B son suplementarios. De aqui que dos dngulos opuestos sean iguales,
pues tienen un suplementario comun.

Puesto que A y C estan en semiplanos distintos respecto a BD, los dngulos
ABD y BDC son alternos internos, luego son iguales. Igualmente se cumple
que ADB = EB\C, luego ADB = Cﬁ, lo que en particular implica que los
lados opuestos son iguales.

Es facil ver también que PAB = PC’AD, de donde se sigue que PB = PD y
PA = PC, luego P es el punto medio de las diagonales. m

Definicién 3.11 Un rombo (gr. ‘alternado’) es un paralelogramo cuyos cuatro
lados son iguales. Un rectdngulo es un paralelogramo cuyos cuatro angulos son
iguales (luego los cuatro son rectos). Un cuadrado es un paralelogramo con los
cuatro lados y los cuatro angulos iguales.

Ejercicio: Probar que las diagonales de un rombo son perpendiculares, y son las
bisectrices de los dngulos que unen.

3.2 Semejanza de triangulos

Definicién 3.12 Dos tridngulos ABC' y A’ B’C’ son semejantes si sus lados son
proporcionales dos a dos, es decir, si
AB  AC  BC

AB  AC  BC

Este concepto de semejanza representa un papel muy importante en la geo-
metria euclidea, y ello se debe fundamentalmente a que vamos a probar que dos
tridngulos son semejantes si y s6lo si sus dangulos son iguales. Para ello necesi-
tamos un par de resultados previos. Conviene introducir el concepto siguiente:

Definicién 3.13 Diremos que dos tridngulos ABC'y A'B'C" estén en posicion
de Tales si, nombrando los vértices adecuadamente, AiA’ , B estd en AB y
B'C’ es paralela a BC' (con lo que también C” estd en AC).
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B C

Es facil probar el teorema siguiente:

Teorema 3.14 Si dos tridngulos ABC Y ABC' estin en posicion de Tales
entonces A = A", B = B y C = C'. Reciprocamente, si ABC Y ABC
cumplen estas igualdades existe un tridngulo ATBTC" semejante a AB'C" de
modo que ABC Yy ATBC" estdn en posicion de Tales.

Con ayuda de este hecho ya podemos probar el resultado basico:

Teorema 3.15 Sean ly y lo dos semirrectas no alineadas de origen O. Sean
P y P’ puntos de Iy y lo respectivamente distintos de O. Sean A y B dos
puntos cualesquiera de ly distintos entre si y distintos de O. Sean A’ y B’ los
puntos donde las rectas paralelas a PP’ por A y B, respectivamente, cortan a
ly. Entonces la longitud de A’B’ depende de la longitud de AB, pero no de la
eleccion de los puntos A y B en lq.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que A estd més cerca de O que B.
Notemos que la recta paralela a PP’ por A ha de cortar efectivamente a ls, 0o
de lo contrario serfan paralelas, luego PP’ también serfa paralela a lo, lo cual
es absurdo. Tracemos por A la paralela a [, que cortard a BB’ en un punto X
(por el axioma B5).

L
B

O P’ A’ B’ l2

Los tridngulos BOB y BAX estéan en posicién de Tales, luego se cumple
BAX = BOB' = POP’. Lo mismo sucede con OPP’ y OBB’, luego también
ABX = OBB' = OPP'.
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Esto significa que los dngulos del tridngulo ABX son independientes de la
eleccién de A y B. Por lo tanto, si hacemos elecciones distintas conservando
la longitud de AB obtendremos tridngulos iguales, luego los lados AX también
seran iguales, pero AX = A’B’ porque son los lados opuestos de un parale-
logramo. Asf pues, la longitud de A’B’ sélo depende de la longitud de AB.

Teorema 3.16 (Teorema de Tales) Si dos tridngulos estdn en posicion de
Tales entonces son semejantes.

DEMOSTRACION: Sean ABC y ABC tridngulos en posicién de Tales, di-
gamos con el vértice A en comun. Para cada segmento s podemos tomar dos
puntos Py @ en AB tales que PQ = s, transportarlos a A—C>' mediante rectas
paralelas a BC de acuerdo con el teorema anterior y obtener asi un segmento
cuya longitud sélo depende de la longitud de s. Llamemos m(s) a esta longitud.
Es obvio que se cumplen las hipdtesis del teorema 2.17, luego en particular, y
teniendo en cuenta que AB se transforma en AC' y AB’ se transforma en AC’,
concluimos que

AB AC
AB AT
Ahora bien, los dos tridngulos dados tienen los dngulos iguales, luego (pa-
sando a otros congruentes) podemos ponerlos en posiciéon de Tales con otro
vértice en comun, por ejemplo B, y entonces obtenemos la igualdad que nos
falta para concluir que son semejantes. ]

Teorema 3.17 Dos triangulos son semejantes si y solo si tienen los dngulos
1guales.

DEMOSTRACION: Si dos tridngulos tienen los 4ngulos iguales, entonces pue-
den ponerse en posicién de Tales, luego son semejantes. Supongamos ahora que
ABC y ATB'C" son dos tridngulos semejantes. Es claro que podemos construir
un tridngulo ATBC" en posicién de Tales respecto a ABC y de modo que
AA" = AA'. Entonces los tridngulos ABC v ATBTC" son semejantes y tie-
nen un lado igual. De la definicién de semejanza se sigue entonces que tienen
los tres lados iguales, luego son iguales. m

Teorema 3.18 Dos tridngulos son semejantes si sélo si tienen un dngulo igual
y sus lados adyacentes proporcionales.

DEMOSTRACION: Sustituyendo uno de los tridngulos por otro congruente (y
por lo tanto semejante) podemos suponer que ambos tienen un éngulo coinci-

—_— —_— e
dente. Sean, pues ABC y AB’C’, donde las semirrectas AB y AC coinciden
—_— " —
respectivamente con AB’ y AC’. Trazamos la paralela a BC que pasa por B’, la
cual cortard a AC en un punto C”. Por el teorema de Tales, el tridngulo AB’C"
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es semejante a ABC luego a AB'C’ , con lo que sus lados son proporcionales,
pero tienen un lado coincidente, de hecho todos sus lados han de ser iguales. En
particular AC7 = AC7, luego C' = C" y asi AB'C" es semejante a ABC. El
reciproco es obvio. L]

Teorema 3.19 (Teorema de Pitdgoras) En un tridngulo rectdngulo, el cua-
drado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

DEMOSTRACION: Sea ABC un tridngulo rectangulo, donde Aes el angulo
recto. Sea P el punto donde la perpendicular a BC por A corta a BC. No puede
ocurrir que P coincida con B o con C, o de lo contrario el tridngulo tendria dos
angulos rectos. Ademds P ha de estar en el segmento BC, pues si, por ejemplo,

B estuviera entre P y C' los angulos PBA y CBA serfan adyacentes, pero el
primero forma parte del tridngulo ﬁ7 que tiene un angulo recto en ]5, luego
PBA serfa agudo, yEB?l seria obtuso, lo cual es imposible. Por lo tanto P
estd ciertamente en BC.

A

B P C

El tridngulo rectdngulo ABP comparte un angulo agudo con el tridngulo

también rectdngulo CBA, luego tienen dos—y por consiguiente tres—angulos
iguales, es decir, son semejantes. Asi pues

A8 BC

BP AB

9

—_—
y por consideraciones andlogas sobre el tridngulo AC'P concluimos que

AC
cP

|
Q” S

Por lo tanto
AB’ +AC° =BCBP+BCCP =BC (BP+CP)=BC".
[ |

De aqui se sigue facilmente que la diagonal de un cuadrado mide /2 veces
su lado, luego no guarda una proporcién racional éste. Asi fue como los griegos
descubrieron la existencia de niimeros irracionales.
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Otra prueba sencilla del teorema de Pitdgoras se basa en el concepto de érea.
Si observamos la figura, vemos que el drea del cuadrado se puede calcular de
dos maneras:

a2+4%:(b+c)2.

Desarrollando se obtiene la igualdad a? = b? + c2.

c b

Esta prueba supone que tenemos definida el drea de cualquier figura (o al
menos de una familia de figuras que contenga a los tridngulos y cuadrados),
asi como que el drea de una unién disjunta de figuras es la suma de las areas.
Probar esto en general resultaria muy laborioso en estos momentos, sin embargo
vamos a ver que con unos minimos resultados sobre dreas se puede justificar el
argumento.

Definicion 3.20 Se llama altura de un tridngulo a cualquiera de los segmentos
que une perpendicularmente un vértice con la prolongacién del lado opuesto.
Dicho lado se llama base del tridangulo correspondiente a la altura considerada.
El punto donde la altura corta a la prolongacién del lado se llama pie de la
altura.

Teorema 3.21 El producto de una altura de un tridngulo por su base corres-
pondiente no depende de la eleccion de la altura.

DEMOSTRACION: Sea ABC un tridngulo. Sea P el pie de la altura que
parte de A y sea @ el pie de la altura que parte de B. Hemos de probar que
AP BC = B—QE

Los tridngulos APC y BQC tlenen los angulos iguales, pues por una parte

Py Q son rectos y por otra PCA=BCA= BCQ Por lo tanto son semejantes
y en consecuencia

Esto implica la igualdad buscada. ]
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Definiciéon 3.22 Llamaremos drea de un tridngulo ABC de altura h y base
correspondiente b al nimero real

1
(ABC) = 5 bh.

Todos los razonamientos que haremos en lo sucesivo en los que intervenga el
concepto de area se justificardn por el siguiente hecho evidente:

St unimos un vértice de un tridngulo con un punto del lado opuesto,
obtenemos dos triangulos con la misma altura y cuyas bases suman
la base del tridngulo original. Por lo tanto el drea del tridngulo de
partida es la suma de las dreas de los dos tridngulos resultantes.

Por ejemplo, una demostracién del teorema de Pitagoras se obtiene divi-
diendo el cuadrado anterior en diez triangulos de acuerdo con la figura siguiente:

c b
2 7
b1
8 |c
3 4 6
¢ 9
5
b
10
b c

Cada paréntesis en la igualdad siguiente significa una aplicacién del principio
de descomposicién que hemos indicado.

(14+2)+(7+8)+5+10+(3+4)+(6+9)

=(1+3)+5)+(2+4)+(6+7) + ((8+9) + 10).

El primer miembro es 2bc 4+ a2, mientras que el segundo es

(b—|—c)b+(b—|—c)2+(b—|—c)c: b+b+c+ec

_ 2
5 5 5 (b+c¢) 5 =(b+0¢)*,

con lo que llegamos también a que a® = b? + 2.
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3.3 Relaciones entre angulos y arcos

Definiciéon 3.23 Diremos que un dngulo estd inscrito en una circunferencia w
si su vértice estd en w y sus lados cortan a w (en otros puntos distintos de su
origen).

—_—
Cuando digamos que un angulo AV B esta inscrito en una circunferencia w
se sobreentendera que A, V' y B estdn en w.

En estas condiciones, la interseccién de AV B con w es

B V' y uno de los arcos de extremos A y B, concretamente
el que no contiene a V. En efecto, si P es un punto de

la interseccion distinto de V', entonces la semirrecta V—]5

estd contenida en el angulo, luego corta a AB, luego P

A y V estan en semiplanos distintos respecto a AB, luego

14 en arcos distintos. El reciproco se prueba igualmente.

Llamaremos arco abarcado por un angulo inscrito en una circunferencia al
arco formado por los puntos del dngulo contenidos en ella y distintos de su
vértice.

Teorema 3.24 Un dngulo inscrito en una circunferencia mide la mitad del arco
que abarca.

A DEMOSTRACION: Sea AV B un angulo inscrito en
una circunferencia w de centro O. Supongamos prime-
ramente que O esta en uno de los lados del angulo, por

4 0 B ejemplo e@. Sea a la amplitud de AV B. Como el
tridngulo VOA es is6sceles, tiene dos angulos iguales
a «, luego el angulo VOA mide 7 — 2a, luego A0B
mide 2a.
Asi pues, el arco menor AB tiene amplitud 2q, y éste es precisamente el arco
abarcado, pues claramente no puede contener a V.

Supongamos ahora que O esta contenido en AVB (pero no en su frontera).
Al igual que antes, sea o su amplitud. Sea P el punto diametralmente opuesto a
V. Entonces la semirrecta V—P> divide el angulo en suma de dos dngulos inscritos
AVDP y PVB. El arco abarcado AB ser4 la unién de los arcos abarcados por
los sumandos, AP y PB. Como el tnico punto en comun entre estos dos es P,
la amplitud de la unién es la suma de las amplitudes. Si llamamos a3 y as a
las amplitudes de AVP y f‘/\B7 por el caso anterior tenemos que la amplitud
de AB es 201 + 2a9 = 20 .

Por dltimo supongamos que O no estd contenido en AV B. Sea como antes
P el punto diametralmente opuesto a V. Ahora A y B estdn en un mismo
semiplano respecto a V' P, luego uno de los angulos AV P o BV P esté contenido
en el otro. Supongamos que el segundo es el menor. Entonces tenemos la
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descomposicion AVP = AVB + §V\P, y la misma relacién se tiene entre los
arcos abarcados por los tres (igual que en el caso anterior). Aplicando el primer

caso a los angulos AV Py BV P, obtenemos la relacién buscada. n

El teorema anterior es valido también en el caso en que uno de los lados del
angulo sea tangente a la circunferencia. Entonces tenemos lo que se llama un
angulo semiinscrito:

Definiciéon 3.25 Diremos que un angulo esta semiinscrito en una circunferen-
cia w si su vértice estd en w, uno de sus lados es tangente a w y el otro es
secante.

A ls Si El\Q estd semiinscrito a w, 1 corta a wen Ay

I es tangente, es facil ver que el arco abarcado por

el angulo, es decir, su interseccién con w es el arco

P } V VA contenido en el mismo semiplano que l5 respecto a
0] V A. Distinguiendo tres casos, segiin que el angulo sea

agudo, recto u obtuso y usando el teorema anterior, es

facil probar que la amplitud de un dngulo semiinscrito

es también la mitad de la del arco que abarca.
Supongamos ahora que un angulo tiene su vér- Al

tice V en el exterior de una circunferencia w, y que
sus lados cortan a w en puntos A, A’ y B, B’ res-
pectivamente. Supongamos que A y B estdn maés
cerca de V que A’ y B’. Entonces la interseccién
del angulo con w estd formada por dos arcos AB y
A’B’ sin puntos comunes. Concretamente, AB es
el arco contenido en el mismo semiplano que V respecto a su cuerda, mientras
que A’B’ es el arco contenido en el semiplano opuesto a V' respecto a su cuerda.

Teorema 3.26 La medida de un dngulo exterior a una circunferencia cuyos
lados sean secantes a la misma es la semidiferencia de los arcos que abarca.

EsB0z0O DE LA PRUEBA: El caso general se reduce al caso en que el centro
O de la circunferencia esta contenido en uno de los lados, por ejemplo en BB’.
Entonces

AVE - n-VBA-BAV = r— (x — ABO) — (r — BAO - OAK)
S — AA
A'B’' — AB
2 )
usando que AB + AA' + A'B' = r. "
En el capitulo anterior comentamos que del axioma D se desprende que por
un punto exterior a una circunferencia pasan dos tangentes a la misma. Veamos

ahora una construccién explicita de dichas tangentes basada en los resultados
que hemos probado.
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Sea, pues w una circunferencia de centro O y V un punto exterior. Sea P el
punto medio de VO. Entonces la circunferencia de centro P y radio VP tiene
un punto interior y un punto exterior a w, luego corta a ésta en dos puntos
distintos A y B.

Los angulos VAO y VBO son rectos, pues abarcan arcos de amplitud =,
luego las rectas VA y V B son tangentes a w. Observar que la distancia de V' a
los dos puntos de tangencia es la misma.

Ejercicio: Probar que la amplitud de V' es la semidiferencia de la de los arcos en que
los puntos de tangencia dividen a w. Generalizar este hecho al caso en que un lado sea
tangente y el otro secante.

A El ultimo caso posible es aquel en que el vértice del
angulo estd en el interior de la circunferencia. Aqui
hemos de considerar tanto el arco AB abarcado por

B’ 5 B el dangulo dado como el arco A’B’ abarcado por su
A opuesto por el vértice. Dejamos a cargo del lector pre-

cisar las definiciones de estos arcos asi como la prueba
del teorema siguiente. Respecto a ella digamos tan
sblo que se reduce como siempre al caso en que O estd en uno de los lados
(ademds podemos suponer que es distinto de V', o el resultado es trivial) y que

entonces basta estudiar los tridngulos VOA y AOA’.

Teorema 3.27 La amplitud de un dngulo interior a una circunferencia es la
semisuma de los arcos abarcados por €l y por su opuesto por el vértice.

3.4 Las razones trigonométricas

Sabemos que los dngulos y los lados de un tridngulo estdn sometidos a mu-
chas relaciones. Por ejemplo, si conocemos los angulos de un tridngulo y uno
de sus lados, los otros dos lados estan completamente determinados, pero en
principio no sabemos cémo calcularlos a partir de estos datos. Este tipo de
problemas constituye el objeto de la trigonometria (gr. ‘medida de tridngulos’),
aunque ahora no profundizaremos mucho en ella, pues mas adelante estaremos
en condiciones de hacerlo con més fluidez.
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Definiciéon 3.28 Sea L un dngulo agudo de vértice O, sea A un punto arbitrario
en uno de sus lados y sea B el punto donde la perpendicular al lado opuesto

por A corta a dicho lado.___
Entonces el tridngulo AOB tiene un dngulo recto y otro igual

a L, luego sus dngulos son independientes de la eleccion de A A
e incluso del lado en que lo tomamos (mds atn, sélo dependen

de la clase de congruencia de L). Si tomamos puntos distintos
obtendremos tridngulos semejantes, luego podemos definir el seno

y el coseno de L como las razones

AB
——, cosL = O:B 0 B
OA

En particular podemos tomar el punto A a una unidad de distancia de O,
y entonces el seno y el coseno de L son simplemente AB y OB. El teorema de
Pitagoras nos da entonces la que llamaremos relacion fundamental:

sen L =

sen? L + cos® L = 1.

Puesto que el seno y el coseno dependen sélo de las clases de congruencia de los
angulos, podemos definir el seno y el coseno de un nimero real positivo menor
que 7 como el seno y el coseno de los dngulos de amplitud correspondiente.

A Las definiciones de seno y coseno valen tal cual para
angulos obtusos, pero en este caso convendremos en
que el coseno tiene signo negativo. Es claro entonces
que se cumplen las relaciones:

sena = sen(m — ), cosa = —cos(m — ).

Se sigue cumpliendo la relacién fundamental.
a/m—a Observemos que el seno y el coseno pueden carac-
0] B terizarse del modo siguiente: dado un angulo L, si to-
mamos un punto en uno de sus lados a una distancia r del vértice, su proyecciéon
sobre el otro se encuentra a una distancia r cos L del vértice (donde el signo es
negativo si el punto de corte estd fuera del lado opuesto) y la distancia entre el
punto y su proyeccién es rsen L. Ahora bien, todo esto tiene sentido también
si el dngulo es recto, en cuyo caso la proyeccién del punto escogido es el propio
vértice del angulo, de modo que todo lo dicho se sigue cumpliendo si definimos

senz =1, cosE =0.
2 2

Para cada niimero real « en el intervalo |—1,1[ es ficil construir un dngulo
con coseno igual a «, que claramente serd unico. As{ mismo, si a estd en el
intervalo ]0, 1] existen exactamente dos dngulos (suplementarios) con seno igual
a a.

La relacion entre las razones trigonométricas y los problemas sobre triangulos
viene dada por el teorema del coseno y el teorema de los senos, que demostramos
a continuacién. El teorema del coseno es una generalizacion del teorema de
Pitagoras:
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Teorema 3.29 (Teorema del coseno) Todo tridngulo ABC' wverifica la re-
lacion
a? =% 4 ¢ — 2bccos A.

DEMOSTRACION: Sea P el pie de la altura del tridngulo desde C' (que puede
o0 no estar en AB). Podemos suponer que el trigngulo no es rectangulo, pues si
no el teorema se reduce al de Pitdgoras. Entonces P es distinto de B y C. Sean
c1, c2 'y h las longitudes indicadas en la figura. Por el teorema de Pitagoras se
cumple

a2:h2—|—c§, b2:h2+c§,

luego a? = b? — % + c3.

Por otra parte, ¢ = co+c1, donde el signo es positivo si A es agudo y negativo
si es obtuso. Asf, c2 = (¢cFc1)? = ¢ + ¢ F 2ceq, con lo que a? = b2 + ¢ F 2ccy.
Ahora bien, ¢; = +bcos 121, luego concluimos que a? = b% + ¢? — 2bc cos A m

C
b h a
A C1 P C2 B

Para probar el teorema de los senos recordamos que la mediatriz de un
segmento es la perpendicular por su punto medio, asi como que estd formada
por los puntos que equidistan de sus extremos. Las mediatrices de dos lados
de un tridngulo ﬁ, por ejemplo, AB y BC se cortan en un punto O que
equidista de A y B por una parte y de B y C por otra, luego equidista de los
tres vértices, lo que implica que también se encuentra sobre la tercera mediatriz.

Definicion 3.30 Se llama circuncentro de un triangulo a la interseccién O de
las mediatrices de sus lados. La distancia R del punto O a cualquiera de los
vértices se llama circunradio del triangulo, la circunferencia de centro O y radio
R se llama circunferencia circunscrita al triangulo.

Claramente la circunferencia circunscrita a un tridngulo es la inica que pasa
por sus vértices.

Teorema 3.31 (Teorema de los senos) Si R es el circunradio de un tridn-
gulo ABC, entonces se cumple

b
a = p— = = c = pr— 2R.
senA senB sen(C
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A DEMOSTRACION: Sea w la circunferencia circuns-
crita del tridngulo. Sea J el punto diametralmente
opuesto a C'. Si J = B entonces el dangulo A abarca
un semicirculo, luego es un dngulo recto, y trivialmente
se cumple

a _@_
sen A 1

Si B # J entonces los dngulos J y A abarcan arcos
que comparten la cuerda BC. Esto implica que los dngulos son iguales o suple-

2R.
B

mentarios, luego tienen el mismo seno. Por otra parte el angulo JBC' es recto,
pues abarca un semicirculo. Asi pues
a a a

- = - = =2R.
senA senJ a/2R

Si tenemos datos suficientes sobre un tridngulo (los tres lados, dos lados y
el dngulo que forman, dos dngulos y un lado) los teoremas anteriores nos per-
miten calcular los lados y dngulos restantes en términos de senos y cosenos.
Naturalmente esto no es de mucha utilidad préactica si no sabemos calcular efec-
tivamente las razones trigonométricas de un angulo, cosa que de momento no
estamos en condiciones de hacer. Pese a ello, la trigonometria es de gran utilidad
tedrica. Un ejemplo sencillo nos lo proporciona el teorema siguiente, que pro-
porciona una expresion para el area de un tridngulo donde se ve explicitamente
su caracter invariante.

Teorema 3.32 El drea de un tridngulo ABC viene dada por

abc
A = ——
(ABC) R

donde R es el circunradio del tridngulo.

DEMOSTRACION: La altura de ABC que parte de A es claramente bsen C,
y por el teorema de los senos sen C' = ¢/2R. La conclusién es obvia. L]

3.5 Propiedades de los triangulos

Terminaremos el capitulo introduciendo algunos conceptos adicionales rela-
cionados con los tridngulos. Con la teoria que hemos desarrollado estamos en
condiciones de probar resultados interesantes, aunque en los proximos capitulos
profundizaremos mas en ellos. Cada tridngulo tiene asociados varios puntos de
interés. Ya conocemos el circuncentro, que es el punto de interseccién de sus
mediatrices. Similarmente podemos considerar el punto de interseccién de sus
bisectrices.
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El incentro Recordemos que la bisectriz de un angulo es la recta que lo divide
en dos angulos iguales, y es facil probar que estd formada por los puntos que
equidistan de sus lados (la distancia de un punto a una recta es la longitud
del segmento que lo une perpendicularmente con ella). Si dos bisectrices de un
tridngulo se cortan en un punto I, entonces I equidista de los tres lados del
tridngulo, luego estd también sobre la tercera bisectriz.

Definiciéon 3.33 Se llama incentro de un tridngulo al punto I en el que se cor-
tan sus bisectrices. La distancia r de I a cualquiera de los lados se llama inradio
del triangulo. La circunferencia de centro I y radio r se llama circunferencia
inscrita al tridngulo.

El punto donde la perpendicular por el incentro a uno de los lados corta
al lado pertenece a la circunferencia inscrita, luego los lados del tridngulo son
tangentes a la circunferencia.

Circunferencias inscrita y circunscrita de un tridngulo

En principio no conocemos los puntos de tangencia, pero podemos deter-
minarlos. Para ello consideramos el punto L donde una bisectriz corta al lado

opuesto. , L.
Notemos que los dos dngulos con vértice

A L son suplementarios, luego tienen el mismo
AP seno, al cual podemos llamar sin ambigiiedad
sen L. El teorema de los senos implica enton-
c b ces que
BL ¢ IC b
senae  senL’ sena senlL’
B
L con lo que
BL
LC b

Por lo tanto hemos demostrado:

Teorema 3.34 Una bisectriz de un tridngulo divide a su lado opuesto en seg-
mentos proporcionales a los lados adyacentes.
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Todavia podemos decir mds. Llamemos z a la distancia entre A y los puntos
donde la circunferencia inscrita toca a los lados AB y AC (hemos visto que las
tangentes por un punto exterior tienen la misma longitud). Similarmente, sea
y la distancia de B a los puntos de tangencia en BA y BC y z la distancia de
C a los puntos de tangencia en CA y CB. Entonces

a=y+z, b=zx+z, c=zx+y.

Euler introdujo la costumbre de llamar s al semiperimetro de un tridangulo,
es decir, s = (a + b+ ¢)/2. En estos términos x +y+ 2z = s, y

r=s—a, y=s—b, z=s—c.

A

Ademas, observamos que el tridngulo AIB tiene base ¢ y altura r (el inradio)
luego su drea es cr/2. Calculando del mismo modo el drea de los otros dos

tridngulos AIC y BIC concluimos que
(ABC) = sr-.

(Es facil justificar que (ABC) es la suma de las dreas de los tres tridngulos.)

Los excentros Se llaman dngulos exteriores de un triangulo los dngulos adya-
centes a sus angulos (interiores). Cada vértice tiene, pues, dos dngulos exteriores
opuestos por el vértice y, por lo tanto, iguales. Los dos angulos exteriores por
un vértice comparten la bisectriz. Consideremos el punto I, donde se cortan las
bisectrices exteriores de los dngulos B y C (es facil probar que no pueden ser
paralelas). Entonces I, equidista de las prolongaciones de los tres lados, luego
estd también sobre la bisectriz del d4ngulo (interior) A. Hemos probado:

Las bisectrices exteriores de dos dngulos de un tridngulo son concu-
rrentes con la bisectriz interna del tercer dngulo.
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Iq

Definicién 3.35 Llamaremos excentros de un tridngulo a los puntos de inter-
seccion de cada par de bisectrices exteriores con la bisectriz interior del tercer
angulo. Los representaremos por I, I, I.. La distancias de cada excentro a las
prolongaciones de los lados se llaman exradios, 4, T3, 7. Las circunferencias
determinadas por los excentros y los exradios se llaman circunferencias excritas
al tridngulo y son tangentes a un lado y a las prolongaciones de los otros dos.
Las circunferencias excritas y la circunferencia inscrita se llaman circunferencias
tritangentes al triangulo.

Es f4cil determinar los puntos donde los excirculos tocan a los lados. Note-
mos que BX, = BZ; y por otro lado

BX,+BZ, = BC+CX,+BA+ AZ,
BC+CY,+BA+AY,=a+b+c=2s.

Por consiguiente BX;, = s, luego CY, = CX, = BX,; — BC = s —a.
Similarmente podemos calcular la distancia de cualquier vértice a cualquier
punto de tangencia.

El teorema de Ceva Los tridangulos tienen asociadas varias ternas de rectas
concurrentes, como, por ejemplo, las bisectrices. El matemaético italiano Gio-
vanni Ceva (1647-1734) obtuvo un resultado general sobre este tipo de rectas,
a raiz del cual se llaman cevianas de un tridngulo a las rectas que pasan por
un vértice y cortan a la prolongacién del lado opuesto en puntos distintos de
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los vértices, de modo que cuando hablamos de tres cevianas en un tridngulo se
sobrentiende que cada una pasa por uno de los vértices.

Para enunciar el teorema de Ceva conviene introducir un convenio: si A, B,
C'y D son cuatro puntos colineales, consideraremos que la razén

AB

CD
es positiva si las relaciones <4p y <¢p son iguales, mientras que sera negativa
si las relaciones son mutuamente inversas. De este modo, dados tres puntos
colineales A, By C con A # B, existe un unico punto D colineal con ellos y
para el que la proporcién anterior tome un valor dado (en principio habria dos
puntos posibles, uno en cada semirrecta de origen C, pero el ajuste del signo
descarta a uno de ellos).

Teorema 3.36 (Ceva) En un tridngulo arbitrario, tres cevianas AX, BY , CZ
son concurrentes si y solo si

BX CY AZ

XC YA ZB

DEMOSTRACION: Supongamos en primer
lugar que las cevianas se cortan en un punto
P. Por definicién de ceviana el punto X es
distinto de B y C. Asi mismo, el punto P no P
puede estar en la recta BC, o de lo contrario
seria Y = C. Por lo demds X puede estar o B X C
no entre B y C'. En cualquier caso los tridngulos ABX y AXC tienen la misma
altura, asi como PBX y ﬁ', luego

(ABX) (PBX) +(ABX)+(PBX) (ABP)

MYU‘(AXC)(PXC)_HAXCUi(PXC)(ACP)

(Notar que la eleccién del signo es la misma en el numerador y el denominador,
segun la posicién de P respecto a Ay X.)
Del mismo modo obtenemos

‘CY‘_(BCP) ‘AZ‘_(CAP)

YA | (BAP)' | ZB| (CBP)
Multiplicando las tres igualdades resulta
BX OY AZ _
XC YA ZB

Estudiemos el signo. Si dos de los factores son positivos, por ejemplo los dos
primeros, eso significa que X estd entre By C'y que Y estd entre Ay C.

Entonces la semirrecta AX estd contenida en A, luego ha de cortar al segmento
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BY, y la interseccién es P, luego P estd en el tridngulo, luego estd en C , luego
CZ ha de cortar a AB y la interseccion es Z, luego Z esta entre Ay By el
tercer factor es también positivo.

Sélo falta ver que los tres factores no pueden ser negativos a la vez. Si asi
fuera, entonces X no esta entre B y C. Podemos suponer que C' esta entre B
y X. Por otra parte Y no estd entre A y C, luego BY no esté contenida en B,
luego no corta a AX, luego P no estd entre A y X. Distinguimos dos casos:
si es A quien estd entre P y X, entonces P estd en el mismo semiplano que A
respecto a BC' y en semiplano opuesto a X respecto a AC, luego en el mismo
que B. Por consiguiente P estd en C, luego C'—I>3 corta a AB, y la interseccién
es Z, con lo que el tercer factor es positivo. Si por el contrario es X quien esta
entre A y P entonces P esta en el mismo semiplano que X respecto a AC, luego
en el opuesto a B, y también en el semiplano opuesto a A respecto a BC, luego
estd en el angulo opuesto por el vértice a C. Por consiguiente la semirrecta
complementaria de C'.P> esté contenida en C, luego corta a AB y de nuevo la
interseccién ha de ser Z.

Probemos el reciproco. Si se cumple la relacién indicada, sea P el punto
donde AX corta a BY y sea C'Z’ la ceviana que pasa por P. Notar que Z’ ha
de ser distinto de A y B, pues en caso contrario P estaria en uno de los lados
y X oY coincidirfa con un vértice. Podemos aplicar la parte ya probada a las
cevianas AX, BY, CZ', con lo que obtenemos la relacién

BX OY A7

XC YA Z'B

Comparando con la hipétesis concluimos que

AZ A7

ZB 7'B

)

lo cual sélo es posible si Z = Z’, luego las cevianas dadas se cortan en P. m

El baricentro Una aplicacién inmediata del teorema de Ceva nos da la inter-
seccién de las medianas:

Definicién 3.37 Se llaman medianas de un tridngulo a los segmentos que unen
cada vértice con el punto medio del lado opuesto. El punto de interseccién de
las medianas de un tridngulo se llama baricentro (gr./lat. ‘centro de peso’), y lo
representaremos por G.

El baricentro debe su nombre a que la
fisica demuestra que es el centro de gravedad
del tridngulo.

Los tridngulos marcados con la misma le-
tra en la figura tienen la misma &rea, pues
comparten una altura y sus bases son iguales. B A C
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Por la misma razén (BCC") = (ACC’), luego 2y + x = 2z + z (es claro que
podemos sumar las dreas). Asf pues y = z, y del mismo modo se concluye que
las seis dreas son iguales. Esto a su vez implica que (GAB) = 2(GBA’), y como
los dos trigngulos comparten una altura, se ha de cumplir que AG = 2GA’. En
otros términos: las medianas de un triangulo se cortan en razén 2 : 1.

El ortocentro Veamos que el teorema de Ceva es aplicable a las alturas de
un tridngulo no rectangulo (notemos que las alturas de un tridngulo rectdngulo
se cortan trivialmente en el vértice correspondiente al dngulo recto).

Para ello basta observar que A

ﬁ CCOSB

XC  beosC’

donde el signo del coseno ajusta correctamente Y
el signo de la proporcién (tener presente que a
lo sumo uno de los dngulos es obtuso). X C

Las otras dos proporciones se calculan del
mismo modo:

CY acosC AZ _ bcos A

YA ccosA’  ZB acos B’

H
y es claro que su producto es 1.

Definicion 3.38 La interseccién de las alturas de un triangulo se llama orto-
centro (gr./lat. ‘centro de perpendiculares’), y lo representaremos por H. Si el
tridngulo no es rectangulo, los pies de las alturas determinan un tridngulo que
recibe el nombre de tridngulo ortico.

Es facil comprobar que las bisectrices de dos angulos adyacentes son perpen-
diculares, de donde se sigue que todo triangulo es el tridngulo értico del triangulo
formado por sus excentros. Veamos que se cumple el reciproco. Consideremos
un tridangulo acutangulo.

A Es claro que el circuncentro de un tridngulo
rectangulo es el punto medio de su hipotenusa.

Por lo tanto, los triangulos BFH y BHD tienen el

Ia D) mismo circuncentro, luego los cuatro puntos B, F',

E y D estén sobre un mismo circulo. Por lo tanto

los angulos FBH y FDH son iguales (abarcan

el mismo arco). El primero es claramente m — A,

B D ¢ luegolo misrwle para elAsegundo. Por el mismo

argumento EDH = m — A. Vemos, pues, que la
altura AD divide el 4ngulo D del triangulo ortico en dos angulos iguales, o sea,
es la bisectriz de D. Ademés entonces el lado BC es la bisectriz de los angulos
adyacentes de D. Como esto es vélido por igual para todos los vértices, hemos
probado lo siguiente:
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El ortocentro y los vértices de un tridngulo acutdngulo coinciden
respectivamente con el incentro y los excentros de su tridngulo drtico.

La situacion es similar en el caso de tridngulos obtusangulos. De hecho, si en
la figura anterior consideramos que AHC esun tridngulo obtusiangulo arbitrario,
entonces DEF sigue siendo el tridngulo ortico y B es el ortocentro, de modo
que en un tridngulo obtusangulo, el vértice correspondiente al dngulo obtuso es
el incentro del tridngulo értico y el ortocentro junto con los otros dos vértices
son los excentros. Dejamos las comprobaciones a cargo del lector.

Para terminar senalamos que los tridngulos AEF, DFB y DEC son todos
semejantes a ABC'.






Capitulo IV

La geometria analitica

En el siglo XVII, Descartes revolucioné la geometria al descubrir la geometria
analitica, una potente técnica capaz de convertir los problemas geométricos en
problemas algebraicos equivalentes y, a menudo, més faciles de tratar.! Por
contraposicién, el tratamiento de la geometria que hemos seguido hasta ahora
recibe el nombre de geometria sintética. La primera secciéon de este capitulo
contiene los resultados técnicos necesarios para que el transito de una a la otra
se produzca sin salto légico alguno.

4.1 Vectores

Definicién 4.1 Una recta orientada es una recta en la que hemos fijado una
de las ordenaciones < 4p determinadas por dos cualesquiera de sus puntos.

Una misma recta da lugar a dos rectas orientadas distintas. Si fijamos un
punto P en una recta orientada r, entonces P divide a r en dos semirrectas, una
formada por los puntos menores o iguales que P y otra por los puntos mayores o
iguales que P. Las llamaremos, respectivamente, semirrecta menor y semirrecta
mayor.

Diremos que dos rectas paralelas orientadas r y s tienen la misma orientacion
si existe una recta t que las cruza en puntos P y P’ de modo que las semirrectas
menores determinadas por estos puntos estén contenidas en el mismo semiplano
respecto de t.

Veamos que esta definicion no depende de la recta ¢ escogida. En efecto,
supongamos que esto se cumple con una recta ¢ y que ¢’ es cualquier otra recta
que corte a r y a s en dos puntos @ y Q’. Tomemos puntos Ay A’ en r y s que
sean menores que P, Q, P, Q' respectivamente. Basta probar que ' no corta al
segmento AA , pues entonces A y A’ estdn en el mismo semiplano respecto a t/,
y como estan ambos en las semirrectas menores respecto a P’ y @)', concluimos
que ambas estan en el mismo semiplano respecto a t'.

LAl parecer, Descartes partié de una sugerencia que le hizo Fermat en una carta.

73
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Supongamos que AA corta at'. Es facil ver que
entonces de hecho corta al segmento @l (El primer
segmento estd contenido en la banda determinada

= por ry s, esto es, en la interseccién del semiplano
A Qf \ P de frontera r que contiene a s con el semiplano de
frontera s que contiene a r. Por otra parte la interseccién de t' con esta banda
es @I, luego si la recta corta a AA el punto de corte ha de estar en dicho
segmento.)

A \P_JQ 5

Si A4 corta a @/ y P # @, entonces el axioma B5 aplicado al tridngulo
@’ obtenemos que AA’ corta a PQ’ (no puede cortar al otro lado PQ porque
entonces A estarfa entre Py (). Si P = @ tenemos directamente que AA’ corta
a PQ’. Por el mismo argumento aplicado al tridngulo PQA’P’ llegamos a que
AA’ corta a ﬁ/, pero el punto de corte ha de estar en ﬂl, con lo que Ay A’

estdan en semiplanos distintos respecto de ¢, en contradiccién con la hipdtesis.
u

Asi pues, siempre que una recta t corta a dos rectas paralelas igualmente
orientadas r y s, las semirrectas menores quedan en el mismo semiplano (y las
mayores también).

A partir de aqui se sigue inmediatamente que el estar igualmente orientado es
una relacién de equivalencia, es decir, que si dos rectas paralelas estdn orientadas
igual que una tercera, entonces estan igualmente orientadas. Por lo tanto, cada
haz de rectas paralelas admite dos orientaciones posibles.

Definicién 4.2 Un wvector fijo (lat ‘transportador’) es un par ordenado de pun-
—
tos del plano. Lo representaremos PQ (no confundir con la notacién para las

—
semirrectas). El punto P se llama origen del vector PQ, mientras que el punto
Q es el extremo. Si el origen es igual al extremo diremos que el vector es nulo.

Llamaremos norma de un vector fijo P.Cj a la longitud ||P.Q>|| del segmento
PQ (respecto a una unidad de longitud prefijada). Convenimos que la longitud
de los vectores nulos es 0. N

Llamaremos direccion de un vector fijo no nulo PQ al haz de todas las rectas
paralelas a P@Q, de modo que dos vectores P.Cj y F@ tienen la misma direccién
si y sélo si las rectas PQ y P'Q’ son paralelas o iguales.

Llamaremos sentido de un vector fijo no nulo P—Cé al conjunto de las relaciones
sobre las rectas paralelas a PQ) que inducen la misma orientacién que <pg. De
este modo, los vectores fijos no nulos con una misma direccién quedan divididos
en dos clases de vectores de sentidos opuestos. Los vectores P—Q> y Cﬁ) tienen
sentidos opuestos.

— —
Diremos que dos vectores fijos PQ y P'Q’ son
equipolentes (lat. de igual fuerza) si ambos son nulos
o si ambos son no nulos y tienen la misma norma,
la misma direccién y el mismo sentido.
Es claro que la equipolencia es una relacién de

Vectores equipolentes equivalencia.
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Un wector libre es una clase de equipolencia de vectores fijos. Si ¥ es un
vector libre, a los vectores fijos que lo componen los llamaremos trasladados
de ¥. Si P—Q> es un trasladado de ¥ escribiremos simplemente v = P—Q> Por
definicién de equipolencia, los vectores nulos forman un mismo vector libre al
que representaremos por 0. Llamaremos norma, direccién y sentido de un vector
libre al de cualquiera de sus trasladados.

—

Dado un punto P y un vector libre v, existe un tdnico punto @ tal que
U= P.Cj En efecto, si ¢ = 0 es claro. Si 7 = 1@, un vector con origen P y la
misma direccién que ¥ ha de tener el extremo en la recta paralela (o igual) a AB
por P. En dicha recta hay dos puntos @ tales que P—Cj tiene la misma norma
que ¥, y cada uno de ellos determina una ordenacién <pg diferente, luego sélo

—
uno de ellos hace que P(Q) tenga el mismo sentido que v.

—
Al tinico punto Q) que cumple PQ = v lo llamaremos trasladado de P por v
—
y lo representaremos por @@ = P + ¢. También diremos que PQ es €l trasladado
—
de v de origen P. En particular tenemos P 4+ PQ = Q.

Es claro que dos vectores libres no nulos ¢’ y 0 tienen la misma direccién si
y s6lo si al tomar trasladados v = P—Cj y W= P_Cj' con origen comtn se cumple
que P, Q y Q' son colineales. Ademds tendrdn el mismo sentido si y sélo si Q
y Q' estdn en la misma semirrecta respecto a P.

Dado un vector libre ¥ # 0 y un ntimero real a # 0, definimos el vector libre
o como el tnico vector con norma || ||7||, la misma direccién que ¥’y el mismo
sentido que ¥ o sentido opuesto segin si @ > 0 o a < 0. Definimos también
07 = a0 = 0. Es fécil comprobar que (o) = a(37), asf como que 17 = 7.

—

Dada una recta r, un vector director de r es cualquier vector v = PQ, donde

Py @ son dos puntos distintos de 7.

Teorema 4.3 Si P es un punto de una recta r y U es un vector director, en-
tonces cada punto de r se expresa de forma unica como Q@ = P+ AU, con X € R.

DEMOSTRACION: Tenemos ¥ = ﬁ’, para un cierto P’ en r. Por lo tanto
los vectores U’y P—Q) tienen la misma direcciéon. Por lo tanto existe un A € R tal
que P.Q) = M, luego Q = P + A\v.

SiQ =P+ o= P+ N7, entonces A\t = X'¥. Obviamente A\ = 0 si y sdlo si
A = 0. Si no son nulos, comparando las normas y los sentidos concluimos que
A=\ [

P+ X7

<
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Es facil ver que Py = P + AU es una graduacion de la recta r.

Mas en general, si r es una recta graduada y ¢ es un vector director, entonces
. _ , N _— 5 —_—
v = PyPgs, para algun 3. Entonces ) = P, + ¥ cumple que P,Q = ¥ = PP,
luego @ estd en r y dista |G| unidades de P,, por lo que claramente Q) = P,413.

Si B > 0 entonces Py < Pg, luego P, < @ (pues ambos pares de puntos han
de inducir el mismo orden en ), luego Q = P,yg. Similarmente, si 8 < 0 ha de
ser ) < P,, luego también ) = P,43. Asi pues, en toda recta graduada

—_—
P, + POPﬁ = Pa_;,_g.

En particular
P+ (a+B)7 = (P+ab)+ B

Las propiedades béasicas de los vectores se siguen del teorema siguiente.

Teorema 4.4 Para todo par de puntos A y B y todo vector libre U, si A’ = A+7
— ——
y B’ = B+ ¥, entonces AB = A'B’.

DEMOSTRACION: Podemos suponer que ¥ # 0. Supongamos ahora que A,

By A’ estén alineados. Graduemos la recta que los contiene tomando Py = A
—_—

y Pp = B. Sea ¥ = PyP,. Entonces A+ 9= P,y B+ 9= P4,y claramente
P g - . . . . e
PyP, = P,P,,; (ambos miden una unidad de longitud e inducen la ordenacién
de la graduacion).

Supongamos ahora que A’ no estd en AB. Entonces las rectas AA’ y BB’
son paralelas. Si las ordenamos con las relaciones <44/ y <pp’ la orientacion
es la misma, luego A’ y B’ estdn en el mismo semiplano respecto de AB.

La paralela a AB que pasa por A’ corta a BB’

!/
E B" enun punto X que forma un paralelogramo con A,
v A’, B, luego X dista de B lo mismo que A’ dista de
A B A, luego lo mismo que B’ dista de B. Como ademés

B’ y X estén en el mismo semiplano respecto de AB (el que contiene a B), de
—
hecho estdn en la misma semirrecta de origen B, luego X = B’. As{ pues, A’'B’

—
y AB tienen la misma direccién y la misma norma. Como la recta AA’ deja a B
y a B’ en el mismo semiplano, el sentido también es el mismo (B’ y B estdn en

. . . - -
las semirrectas mayores para las ordenaciones que inducen A’'B’ y AB). Esto
prueba que los dos vectores son iguales. L]
Teorema 4.5 Para todos los puntos A y B y todos los vectores U y W se cumple:
1. Si A+ U= B+ U entonces A = B.
2. Si A+ V= A+ W entonces U = .
3. (A+0)+d=(A+d)+ 7.

4. Si A= (A+70)+W y B = (B+9)+ 0, entonces AA' = BB
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DEMOSTRACION: 1) Si llamamos C' = A+ ¢ = B + ¥, el teorema anterior
— —
nos da que AB es equipolente a C'C', luego ha de ser A = B.

9) Si O = A+ 7= A+, obviamente 7 = AC = .
3)Sean B=A+9, A = A+ Wy B' = B+ . Por el teorema anterior
—_ —
A'B"'= AB = 7. Asi
(A+0)+w=B+w=B, (A+w)+v=A"+A'B =B

—
4) Sea ¥ = AB. Entonces
B =B+0)+d=(A+2)+0)+ud=((A+0)+w)+7=A4"+7,
— ——
y como también B = A + 7, el teorema anterior implica que AB = A'B’. u

La propiedad 4) del teorema anterior nos permite definir la suma de dos
vectores Uy W como el vector ¥ + W que cumple

A+ (T+ W) = (A+7) + 0,
para todo punto A.

Teorema 4.6 El conjunto V de los vectores libres con la suma y el producto
que hemos definido forma un espacio vectorial sobre R en el sentido algebraico
del término, es decir, se cumplen las propiedades siguientes:

T+ W) +Z=7+ (W+2),

U+ W =0+ 7,

74+0=7,

Para cada vector T existe un vector —7 tal que ¥+ (—7) =0,
a(89) = (ap)y,

(a4 8)0 = al + B0,

(U + W) = al + o,

o NS TR e v =

17 = 9.

DEMOSTRACION: Todas las propiedades son inmediatas a partir de lo ya
probado salvo la séptima. Las propiedades restantes permiten reducir la prueba
al caso en que a > 0 y los vectores ¥ y W tienen direcciones distintas.

C/




78 Capitulo 4. La geometria analitica

Sea A un punto cualquiera, B=A+ 9, C=A+ 0+ 4wy B = A+ av. Sea
C’ el punto donde la paralela a BC por B’ corta a AC.

Entonces W tiene la misma direccién y sentido que @, y por el teorema de
Tales su norma es a|d||, luego B'C = aww y por consiguiente AC" = o + add.

Por otra parte AC’ tiene la misma direccién y sentido que ¥+ @ y también
por el teorema de Tales, su norma es «||v + ||, luego ACT = a(V+ ). =

El teorema 4.3 se interpreta ahora como que una recta estd formada por
los trasladados de uno cualquiera de sus puntos mediante los vectores de un
subespacio vectorial de V' de dimensién 1. Vamos a probar un resultado andlogo
para los planos:

Teorema 4.7 Sea m un plano, sean P, Q y R tres puntos de m no colineales.
—

—
Sean 4 = PQ y v = PR. Entonces cada punto de w se expresa de forma inica
como

X =P+ Xi+ud, A\peR

DEMOSTRACION: Dado un punto X en m, consideramos la recta paralela a
PR que pasa por X. Esta cortard a PQ en un punto de la forma Y = P + \i.
— —

El vector Y X tiene la misma direcciéon que PR = ¥, luego serd de la forma
—
YX = puv. Asi
—_— —
X=P+PY+YX =P+ i+ ptv.
La unicidad equivale a que los vectores 4 y ¢ sean linealmente independientes,

pero esto se sigue de que P, Q y R no son colineales. Es facil ver de modo
similar que todo punto de la forma indicada estd en . L]

Del mismo modo tenemos:

—_—
Teorema 4.8 Sean P, O, R, S cuatro puntos no coplanares. Sean @ = PQ),
— —
U= PR yw = PS. Entonces todo punto X se expresa de forma unica como

X =P+ i+ pv+vw, \p,veR.

DEMOSTRACION: La recta paralela a PS que pasa por X cortard al plano
PQR en un punto que por el teorema anterior sera de la forma

Y = P+ \ii + .

— — —

El vector Y P tiene la misma direccién que PS = 0, luego Y P = vij. Como

en el teorema anterior concluimos que X tiene la forma indicada. La expresion

es Unica porque los vectores i, ¥ y W son linealmente independientes (o de lo
contrario todo el espacio estarfa contenido en un plano). L]

El teorema anterior implica que el espacio de los vectores libres tiene di-
mensién 3.
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4.2 Espacios afines

Los resultados algebraicos que hemos obtenido en la seccién anterior se ex-
presan mas adecuadamente en términos del concepto siguiente:

Definicién 4.9 Un espacio afin de dimensién n es una terna (E, E, +), donde
FE es un conjunto no vacio, a cuyos elementos se les llama puntos, E esun espacio
vectorial de dimension n sobre un cuerpo K y + es una aplicacion F x E—E
que cumple las propiedades siguientes:

1. Para cada par de puntos P, (), existe un unico vector v tal que @ = P+,
—
y se le representa por v = PQ).

2. P+0=P,
3. (P+7)+w=P+(T+w).

En la seccién anterior hemos probado que el espacio de la geometria (tri-
dimensional) euclidea es un espacio afin tridimensional con R como cuerpo de
escalares. Es facil demostrar que todas las propiedades de vectores que hemos
probado alli son véalidas en cualquier espacio afin. Por ejemplo,

—  — — N N N
P+PQ+QP=Q+QP=P=P+0, luego QP =-PQ.

— = —
Del mismo modo se prueba que PQ + QR = PR.

Una variedad lineal? de dimensién m en un espacio affn es un conjunto de
puntos de la forma B .
L=P+L={P+|we L}

donde L es un subespacio vectorial de E de dimensién m, llamado espacio
director de la variedad.

Notemos que L = {7 € E | P+ @ € L}, luego L esté determinado por L.
Reciprocamente, una variedad lineal L estd determinada por su espacio director
L y uno cualquiera de sus puntos, pues si QQ € P + E, entonces P—Q) € [_:, luego
Q+L=P+PQ+L=P+L=L.

En la seccién anterior hemos probado que las rectas son las variedades linea-
les de dimensién 1 del espacio de la geometria euclidea, mientras que los planos
son las variedades de dimension 2. Por ello las variedades lineales de dimension
1 y 2 de cualquier espacio afin reciben el nombre de rectas y planos. Las va-
riedades lineales de dimensién 0 son los puntos (con rigor, los conjuntos con un
solo punto). En un espacio afin de dimensién n, las variedades de dimensién
n — 1 se llaman hiperplanos.

Toda variedad lineal L. = P + L de dimensién m se puede considerar en
s{ misma como un espacio afin de dimensién m con L como espacio vectorial
asociado.

2El nombre hace referencia a que los elementos de una variedad estdn determinados por
varias coordenadas.
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Dado un conjunto de puntos A # @, existe una minima variedad lineal que lo
contiene, la llamaremos la variedad lineal generada por A y la representaremos
por (A). En efecto, si P € A es fécil ver que

(A) =P+ (PQ| Qe A).

es una variedad que contiene a A y esta contenida en cualquier otra que cumpla
lo mismo.

Diremos que n + 1 puntos Ag,..., A, son afinmente independientes si la
variedad lineal que generan tiene dimensién n (en caso contrario se dice que son
afinmente dependie%). Segun lo que acabamos de ver, esto equivale a que los

—
vectores AgAx1, ..., AgA, sean linealmente independientes.

En particular tres puntos P, ), R son colineales si y s6lo si son afinmente
— —
dependientes, si y sélo si los vectores PQ) y PR son linealmente dependientes.
—_— —
Anslogamente, cuatro puntos P, @, R, S son coplanares si y sélo si PQ, PRy

—
PS son linealmente dependientes, etc.

Es claro que en un espacio afin de dimensién n hay conjuntos afinmente
independientes con n + 1 puntos, pero no con mas.

Diremos que dos variedades lineales son paralelas si no tienen puntos en
comun y el espacio director de una estd contenido en el de la otra.

El teorema siguiente prueba que esta nocién general de paralelismo coincide
con la que conocemos para rectas y planos en los espacios tridimensionales.

Teorema 4.10 Dos variedades lineales de dimensiones k y I con k < I son
paralelas si y solo si no tienen puntos en comun y estdn contenidas en una
variedad de dimension [ + 1.

DEMOSTRACION: Sean P + (¥y,...,0%) y Q + (Wy,..., ;) las dos varie-
dades. Supongamos que no se cortan y estan contenidas en una variedad de
dimensién [ 4+ 1. Veamos en primer lugar que P—Q) no es combinacién lineal de
V1, .oy Uk, Wy, - .., Wp. Silo fuera tendriamos

— — == — —
Q101 + - Uy = PQ + By + -+ - By,
con lo que el punto
P+ a1ty + -ty = Q + Bty + - - - By

estarfa en las dos variedades.

Una variedad de dimensién [+ 1 que contenga a ambas variedades contiene a
los puntos P, Q, P+v;, Q+ w;, luego su espacio director contiene a los vectores
P—Q>, U;, w;. Como la dimensioén es [+1 dicho espacio ha de ser <P—C)2, Wy, ..., u')'l>,
luego

— — =2 — —
<U1,...,Uk> C <PQ,w1,...,wl>,
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—
y como PQ no es combinacién lineal de ninguno de los demaés vectores,

lo que prueba que las variedades son paralelas.
Reciprocamente, si se da la inclusiéon anterior entonces las dos variedades

—
estan contenidas en la variedad P + <PQ, wh, ..., u')'l>. n

Asi dos rectas son paralelas si y sélo si no se cortan y estan contenidas en un
plano, dos hiperplanos (en particular dos planos en un espacio tridimensional)
son paralelos si y sélo si no se cortan.

Ejercicio: Probar que si dos variedades lineales tienen interseccién no vacia entonces
ésta es una variedad lineal y que su espacio director es la interseccion de los espacios
directores.

Es fécil comprobar que cualquier espacio afin de dimensién 3 cumple el grupo
de axiomas A del capitulo I, asi como el axioma E. De hecho, si la dimension es
2 se siguen cumpliendo los axiomas que no hablan de planos, y si la dimensién
es mayor que 3 se cumplen todos los axiomas del grupo excepto AG6.

Por ejemplo, si dos planos en un espacio tridimensional tienen un punto
en comun P, la interseccién es una variedad lineal cuyo espacio director es la
interseccién de dos subespacios de dimensién 2, luego la relacién

dim(V + W) = dim V 4+ dim W — dim(V N W)

implica que la dimensién de la interseccién ha de ser al menos 1, luego la inter-
seccién es un plano o una recta.

Si el cuerpo K del espacio afin estd ordenado (como es el caso de R) podemos
definir el orden < 4p en la recta AB como el dado por?

— —
X <apY siysdlosi X=A+AAB, Y =A+uAB y A<y

Con este orden se satisface también el grupo de axiomas B. Vamos a demostrar
como ejemplo el axioma B5, que es el més técnico. Notemos en general que los
puntos situados entre dos puntos A y B son los de la forma

—
A+ NAB, e [0,1].

Sean A, B y C tres puntos no colineales y una recta r en su mismo plano
que no pasa por ninguno de ellos, pero si por un punto X entre A y B. Sea ¢
un vector director de 7, es decir, r = X + (7).

Los vectores ¢ y X—B) han de ser linealmente independientes, pues en caso
contrario B estaria en r. El punto A estd en la recta X B, luego A = X + ozX—B>7

—
3Notemos que en el caso del espacio euclideo hemos probado que Xy = A + A AB es una

graduacién de AB, luego esta definicién da el orden usual.
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para cierto escalar a. Como hadeser A <xp Xy X =X+ OX—B>, la definicién
de orden implica que a < 0.

Es claro que el plano X + <X—B>, 1?> es ABC. Por lo tanto

—
C=X+BXB+~7,

para ciertos escalares 3, 7. No puede ser = 0 o de lo contrario C' estarfa en 7.
De hecho, el argumento que sigue va a demostrar que el signo de (§ serd positivo
o negativo segin que C' esté en el mismo semiplano que B o que A respecto a 7.

Supongamos por ejemplo que 4 > 0 y vamos a ver que 7 corta a AC. El
punto de corte entre r y AC (si existe) ha de cumplir

. -—
X+ M=A+puAC
para ciertos escalares A\ y u, luego

— —_— — — — —
X+ XA+ pu(XC-XA)=X+aXB+pu(BXB+~v—-aXDb)
X+(a+u(ﬂ—a)))7§+uﬁﬁ.

X+ A7

Esto sucede exactamente cuando
—
)
00—«

que, teniendo en cuenta los signos, es un numero entre 0 y 1, luego el punto de

M:

—
corte A+ p AC' esté ciertamente entre A y C. Similarmente se prueba que r no
corta al segmento BC. n

Como ya hemos comentado, en la prueba se ha visto que si r es una recta
que contiene a un punto X y B es un punto exterior a r, entonces un punto C'
estd en el semiplano? de frontera r que contiene a B si y sélo si es de la forma

P —
C=X+pBXB+~U, conf>0.

Equivalentemente, dada una recta r = P + (%), todo plano que la contiene
es de la forma m = P + (¥, @), para un cierto vector @ independiente de ¥, y
entonces los semiplanos que r determina en 7 son

{P+ AN+ p@ | p >0}y {P+ M+ pd|p<0}.

Dada una recta r = O+ (¥), es facil ver que las semirrectas que O determina
en 7 son los conjuntos

{O+X\F|A>0} y {O+AF|A<0).

4Desde el momento en que hemos probado que todo espacio afin (sobre un cuerpo ordenado)
satisface los grupos de axiomas A y B, todos los conceptos definidos a partir de ellos tienen
sentido en cualquier espacio afin en estas condiciones (segmentos, semirrectas, etc.).
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Por lo tanto, el dngulo de vértice O y lados las semirrectas
{O+X7|A>0} v {O+X 0| A>0}
es el conjunto

A(O; 5,15) = {O + Ao+ B | A >0y pu > 0}

Es facil comprobar que todo espacio afin sobre R cumple también el axioma
D, luego en total tenemos que la geometria afin satisface todos los grupos de
axiomas a excepcion del grupo C. No tiene sentido plantearse si los espacios
afines cumplen estos axiomas porque en ellos no tenemos definida la nocién de
congruencia.

Terminamos la seccién estudiando brevemente las aplicaciones que conservan
la estructura afin.

Definicién 4.11 Sean E y F dos espacios afines. Una aplicacion afin o afinidad
entre 'y F' es una aplicacién f : E — F' tal que para todo punto P de E se
cumple

—

f(P) = f(0) + f(OP),

donde O es un punto prefijado en E, y f . E — F es una aplicacién lineal,
llamada aplicacion lineal asociada a f.

En primer lugar hemos de notar que si f admite una expresiéon como la
indicada para un punto O y una cierta aplicacién lineal f, entonces f admite
una expresién andloga para cualquier otro punto O’ y con la misma aplicacién

f. En efecto, puesto que f(O') = f(O) + f(é‘&), resulta que
F(P) = f(0) + f(OP) = f(O') + [(OP) = f(00") = f(O') + f(O'P).
En particular una afinidad determina su aplicacion lineal asociada.

Notemos que la relacién entre f y f se puede escribir también en la forma
- — _— .
f(PQ) = f(P)f(Q), para todo par de puntos Py ). Teniendo esto en cuenta es
facil comprobar que la composicién de aplicaciones afines es una aplicacion afin,

asi como que la inversa de una biyeccién afin es una biyeccion afin. Ademéds
—_— -

Fog=Ffogy fi=()"

Se prueba sin dificultad que las biyecciones afines conservan todas las propie-
dades definibles a partir de la estructura de espacio afin: aplican variedades en
variedades, paralelas en paralelas, semiplanos en semiplanos, angulos en dngulos,
tridangulos en tridngulos, conservan las relaciones de orden de las rectas, etc.
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4.3 Coordenadas cartesianas y baricéntricas

Tras todas estas consideraciones podemos exponer el nticleo de la geometria
analitica, en virtud de la cual los conceptos geométricos se caracterizan en
términos de ecuaciones y desigualdades. Para ello necesitamos los conceptos
de sistema de referencia y coordenadas de un punto.

Definicion 4.12 Un sistema de referencia en un espacio afin E estd formado
por un punto O y una base (€1, ..., é,) del espacio E.

Fijado un sistema de referencia, podemos identificar cada vector ¢ con sus
coordenadas en la base del sistema. Asi, ¥ = (x1,...,2,) se interpreta como que
U = x1€1 + + - p€,. Llamaremos vector de posicion de un punto P (siempre
respecto al sistema de referencia fijado) al vector 0.15 Las coordenadas carte-
sianas (lat. ‘de Descartes’) de un punto P serdn las coordenadas de su vector

de posicién. Escribiremos P(z1,...,z,) para indicar que las coordenadas de P
en un sistema de referencia dado son (z1,...,2,). Segin lo dicho, esto equivale
a que

P=0+4x1& + 4+ xp€n.

Por ejemplo, si tomamos dos rectas que se corten perpendicularmente en
un punto O, las graduamos con la misma unidad y consideramos los vectores
U= (ﬁ’)l, W = 0@ (donde P; y @1 son los respectivos puntos unitarios de las
rectas) los resultados de la seccién anterior muestran que tenemos un sistema
de referencia cartesiano, y las coordenadas (x,y) de un punto P se interpretan
como los nimeros asociados por las graduaciones a las proyecciones de P por
rectas paralelas a las rectas OP; y OQ)1, es decir, sus distancias al origen mas
un signo que indica la semirrecta en la que se encuentran. La recta O + A,
cuyos puntos tienen coordenadas (z,0), se llama simplemente ‘Eje X’ o eje de
abscisas, mientras que la recta O 4+ A\ recibe el nombre de ‘Eje Y, o eje de
ordenadas.

Eje Y
[}
[}
Q1 \
[}
[}
:
2 T Eje X

Igualmente podemos interpretar las coordenadas (x,y,z) de un punto del
espacio respecto a un sistema de referencia determinado por tres rectas per-
pendiculares graduadas con la misma unidad (ejes X, Y y Z). Conviene tener
presente que la definicién de sistema de referencia no exige que los ejes se tomen
perpendiculares. De hecho la nocién de perpendicularidad no estd definida en
un espacio afin arbitrario.
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Consideremos un hiperplano H = P+ (91, ..., ¥,—1) en un espacio afin en el
que hemos fijado un sistema de referencia de origen O. Un punto Q(z1,...,z,)
—
estd en H siy sélosi PQ € (U,...,U,-1). Si(p1,...,pn) son las coordenadas de
—_— —

P, entonces las coordenadas de PQQ = OQ —OP son (21 —p1,. .., Tn—Dn), luego
la condicién anterior equivale a que el determinante formado por este vector y
las coordenadas de los ; sea igual a O. Esto se traduce en una ecuacién de la
forma

a1+ -+ a,xy, =0,

donde necesariamente alguno de los coeficientes es no nulo.

Reciprocamente, el conjunto de puntos cuyas coordenadas satisfacen una
ecuacion de esta forma es un hiperplano. En efecto, el miembro izquierdo de la
ecuacion define una aplicacién lineal no nula de K™ en K, que necesariamente
serd suprayectiva y su ntcleo tendra dimensién n — 1. La aplicacién que a cada
vector le asigna sus coordenadas en una base dada es un isomorfismo de V en
K™, luego los vectores cuyas coordenadas anulan el miembro izquierdo de la

ecuacion forman un subespacio vectorial de base ¥1,...,U,_1. Asi mismo ha
de existir un vector ¥ cuyas coordenadas satisfagan la ecuacién. Si llamamos
P = O+, entonces los puntos del hiperplano P+(7, . . ., ,—1) son exactamente

los puntos cuyas coordenadas satisfacen la ecuacién dada.
En resumen:

Los puntos de un hiperplano en un espacio afin estdn caracteriza-
dos por que sus coordenadas satisfacen una determinada ecuacion
lineal no nula. Toda ecuacion lineal no nula es la ecuacion de un
hiperplano.

Dos hiperplanos son paralelos si y sélo si no tienen puntos comunes, lo que
facilmente se traduce en que sus ecuaciones tienen los miembros izquierdos pro-
porcionales pero el término derecho no respeta la proporcién.

De este modo, una recta en el plano estd formada por los puntos cuyas
coordenadas en un sistema de referencia dado satisfacen una ecuacién de la
forma ax + by = c. Una recta en el espacio se puede expresar como interseccion
de dos planos, luego sus elementos son los puntos cuyas coordenadas satisfacen
un sistema de dos ecuaciones lineales independientes y compatibles

amr+biy+ciz = dy
o +bay + oz = dy

En general, los puntos de una variedad de dimensién m en un espacio afin de
dimension k estan caracterizados por que sus coordenadas satisfacen un sistema
de n — m ecuaciones lineales independientes.

Veamos ahora el modo en que una afinidad transforma las coordenadas afines
de los puntos. Sea f : F — F una afinidad, sea (O;¥y,...,7,) un sistema
de referencia en E y (O';wy,...,W,,) un sistema de referencia en F. Sean
A = (a,...,an) las coordenadas de f(O) en O’, sea M la matriz asociada a la
aplicacion lineal f en las bases de los sistemas de referencia. Sea P un punto en
E con coordenadas X = (z1,...,2,). Estas son por definicién las coordenadas
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— - —
de OP en la base ¥;, luego las coordenadas de f(OP) en la base w; son X M.
Puesto que

- — — -

J(P) = J(0) + J(OP) = 0' +- O'f(0} + f(OP),

vemos que las coordenadas de O’ f(P ) en la base w; son
=A+XM.

En resumen:

La relacion entre las coordenadas X de un punto en un sistema de
referencia O y las coordenadas Y de su imagen por una afinidad f
esY = A+ XM, donde A son las coordenadas de f(O) en el sistema
O’ y M es la matriz de f.

Reciprocamente, es facil ver que toda ecuaciéon matricial Y = A + X M esté
asociada a una unica afinidad en unos sistemas de referencia prefijados.

El sumando A puede suprimirse si en el segundo espacio tomamos como
origen de coordenadas el punto O’ = f(O). Sin embargo, cuando f es una
afinidad de un espacio en si mismo, resulta mas conveniente considerar un tinico
sistema de referencia, y entonces sélo podemos eliminar el sumando A si f tiene
un punto fijo, es decir, un punto O tal que f(O) = O.

Si K es un cuerpo, podemos dotar al conjunto K™ de estructura de espacio
afin n-dimensional sin méas que tomar sus elementos como puntos y como vecto-
res a un tiempo, de modo que la suma de puntos y vectores sea la misma suma
vectorial de K™. Las variedades lineales de K™ son de la forma P + V, donde
V' es un subespacio de K™, es decir, son las clases de congruencia médulo los
subespacios de K™. El sistema de referencia candnico en K™ es el formado por
(0,...,0) como origen y la base candnica de K™. Respecto a este sistema, cada
punto coincide con sus propias coordenadas.

Si F es cualquier espacio afin n-dimensional sobre K, la aplicacién que a cada
punto le asigna sus coordenadas respecto a un sistema de referencia prefijado
es una biyeccién afin (cuya expresién coordenada respecto a este sistema y al
sistema candnico de K™ es simplemente Y = X).

Asi pues, todo espacio afin n-dimensional sobre K es isomorfo a K™, luego
dichos espacios tienen todos las mismas propiedades afines (las mismas propie-
dades que sean invariantes por biyecciones afines).

En particular podemos identificar el espacio de la geometria tridimensional
euclidea que venimos estudiando con el conjunto R3.

Si (0;él,...,e,) es un sistema de referencia de un espacio afin E, entonces
los puntos Ag = O, Ay = O +éy,...,A, = O + €, son afinmente independien-
tes y, reciprocamente, un conjunto de n 4+ 1 puntos afinmente independientes
Ao, ..., A, determina el sistema de referencia (Ao;ml,...,mn). Por lo
tanto todo punto P de F se expresa de forma tnica como

—_— —
P=Ag+x1 AgAr + -+ Ao Ay,
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En algunas ocasiones esta expresion no es satisfactoria, pues sitia al punto Ag en
una situaciéon asimétrica respecto de los otros, cuando en realidad la nocién de
puntos afinmente independientes es completamente simétrica. Por ello, a veces
conviene considerar las coordenadas baricéntricas que definimos a continuacion.

Notemos en primer lugar, que para puntos cualesquiera Ay, ..., A, y escala-
res Ay +---+ A\, =0, el vector

i}i@
=1

es independiente de la eleccién del punto O, pues si tomamos otro punto O’
vemos que

gl

X\; 00! = 0.

1

S NOA -3 N O4 =

n n n
=1 =1 =

De aqui se desprende que si Ay + -+ A, = A # 0 el punto
—

A OA;

1

B=0+

> =

n

7

es independiente de O. Al punto B se le llama baricentro de (A4;,A;) y lo
representaremos por

> =

I, =—
()\1A1+--~+>\nAn):OJrX;)\iOAz*

Las sumas y productos del miembro izquierdo son meramente formales, sin un
significado intrinseco. Tan sélo sugieren que las coordenadas del baricentro en el
sistema de referencia (O; (741) se obtienen multiplicando por A; las coordenadas
de A;, sumando y dividiendo entre \. El baricentro recibe este nombre porque se
corresponde con el centro de gravedad de un sistema de n particulas puntuales
situadas en los puntos A; con masas ;.

Retomando ahora el conjunto afinmente independiente Ay, ..., A,, ahora
notamos que un punto P se puede expresar en la forma

P:AO—&-i/\imi:i/\iAi’

i=1 =0

donde

Los ndmeros (Ag,...,A,) (sujetos a la condicién A\g + -+ + A, = 1) estdn
univocamente determinados por P y se llaman coordenadas baricéntricas de
P respecto al sistema (4;).



88 Capitulo 4. La geometria analitica

Teorema 4.13 Los puntos Ao,..., A, son afinmente independientes si y sélo
st ninguno de ellos es un baricentro de los demds.

DEMOSTRACION: Si uno de los puntos, por ejemplo Ag es un baricentro de
los demads, entonces

AO = i)\iAi’ con iAZ =1.
i=1 =1

Alguno de los coeficientes ha de ser no nulo, digamos que A, # 0. Asi

n—1
Ao = An + Z )\114—711)417
i=1

e
donde no todos los coeficientes son nulos, luego A, Ay es combinacion lineal de
los restantes. Invirtiendo el razonamiento tenemos la otra implicacién. ]

4.4 Espacios euclideos

Nos ocupamos ahora de extender la estructura de espacio afin para recoger el
concepto de congruencia, el tltimo concepto geométrico primitivo que nos queda
por representar analiticamente. Es importante notar que todo lo que desde
el punto de vista de la teoria de conjuntos hemos tomado como definiciones,
desde el punto de vista de la geometria euclidea son teoremas. Por ejemplo,
hemos definido una recta en R® como una variedad lineal de dimensién 1, pero
hemos demostrado que las rectas en la geometria euclidea son las variedades de
dimensién 1. Esto se interpreta como que las definiciones dadas son las tnicas
posibles para que se satisfagan los axiomas de la geometria, de modo que si
tomamos un espacio euclideo cualquiera y a cada punto le asignamos una terna
de coordenadas respecto a un sistema de referencia arbitrario, entonces esta
correspondencia transformara necesariamente las rectas y planos del espacio en
las variedades lineales de R3, las relaciones de orden entre los puntos de una
recta se corresponderan necesariamente con las que hemos definido en R3?, etc.

Si probamos que no hay mas que una definicién analitica de congruencia
que sea consistente con los axiomas de la geometria, habremos demostrado que
sélo existe un espacio tridimensional euclideo, en el sentido de que cualquiera
de ellos es identificable con R? a través de un sistema de coordenadas. Por ello
vamos a desarrollar un poco mas nuestro concepto sintético de congruencia y
los relacionados con él para comprobar que en la definicién de congruencia no
tenemos ningun grado de libertad.

En primer lugar notamos que si ¥y w son dos vectores no nulos cualesquiera,
O es un punto, A = O+9y B = O+, entonces el angulo A0B (si estd definido)
es independiente de O, pues el tridngulo A0B tiene lados 15, || y ||1T — @],
luego los tridngulos construidos a partir de puntos O distintos son congruentes,
y en particular el 4angulo indicado es el mismo.
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El dngulo AOB 1o estd definido cuando los vectores 7 y W son linealmente
dependientes (lo cual tampoco depende de O). Todo esto nos permite definir el
dangulo entre dos vectores no nulos como el angulo AOB si los puntos no estan
alineados, si W = at con a < 0 consideraremos que el dngulo es llano y si a > 0
diremos que el dngulo que forman es nulo y tiene medida 0. Cuando dos vectores
forman un dngulo recto se dice que son ortogonales (gr. ‘en dngulo recto’).

Consideremos un sistema de referencia de origen O y con una base €7, €, €3
formada por vectores ortogonales y de norma 1. Entonces, un punto arbitrario
P cumplird que

P=0+ze; +y€2+253,

para ciertos niimeros reales (x,y, z) (sus coordenadas en el sistema de referencia
indicado). Si Q = O + x €} + y €, vemos que la recta OQ estd contenida en el
plano XY, mientras que la recta QP es paralela al eje Z, que es perpendicular

al plano XY (suponiendo que @ # O y @ # P). Por lo tanto el tridngulo OQ P
es rectangulo, y el teorema de Pitdgoras nos da que

— — —
IOP|? = 0OQI +IQP|* = [l &1 + y&|* + ||z &].

Si@Q = O o @Q = P la conclusién es trivialmente cierta. Del mismo modo, si
llamamos R = O + x & tenemos que el tridngulo OQR es rectdngulo (o bien

Q=0 0Q=R), conlo que
—
IOP|? = llzé&i|* + [y &) + [z &]* = 2® + 3 + 22,

—
luego ||OP|| = /22 + y? + z2. Puesto que P es un punto arbitrario, tenemos
que si un vector ¥ tiene coordenadas (z,y, z) respecto a una base formada por
vectores ortogonales y unitarios, entonces

9] = Va2 +y? + 22

Si ¢y w son dos vectores arbitrarios cuyas coordenadas en una base en las
condiciones anteriores son respectivamente (z,y,2) y (2/,y’,2'), definimos su
producto escalar como

o = xx’ +yy + 22

En estos términos hemos probado que ||7|| = V0. Es claro ademds que se
cumplen las propiedades siguientes:

1. @( + W) = @v + W,

2. (i + 0)i = i
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Teniendo esto en cuenta vamos a probar unos hechos muy importantes:

Consideremos dos vectores no nulos vy w. Supongamos en primer lugar que
son linealmente independientes. Sean A = O + ¥, B = O + @. Entonces los
puntos O, A, B no son colineales, luego forman un tridngulo cuyos lados miden

—_— o —_— - g o o
[OA] = [7]l, 0B] = [ld]], [|AB|| = |[& — 7. Por otra parte
ADI2 Y T Ty 2 2 g
|AB]||* = (& — 0)(W — ¥) = W + 90 — 200 = ||OA|]* + ||OB||* — 2v.
Si comparamos con el teorema del coseno concluimos que

7 = |7 ||| cos Fid.

Esta expresiéon sigue siendo vélida cuando @ = at si convenimos en que el
coseno de un angulo nulo es 1 y el coseno de un dngulo llano es —1. En efecto:

0 = avv = £lal |§]* = £[|7] [la].

En particular esto prueba que el producto escalar de dos vectores no depende
del sistema de referencia que elegimos para calcularlo (siempre y cuando los
vectores de su base sean ortogonales y de norma 1.

Estas consideraciones condicionan ya la estructura algebraica que hemos
de imponer a un espacio afin para definir en él un concepto de ortogonalidad
consistente con los axiomas de la geometria euclidea.

Definicion 4.14 Un espacio vectorial euclideo es un espacio vectorial real V'
de dimensién finita sobre el que hay definido un producto escalar, que es una
aplicacién V' x V. — R que cumple las propiedades siguientes:

1. 0> 0y v =0siy sélosi v=0,
2. 4(U+ W) = 4v + uw,
U 4 U)W = 4w + v,

o)V = a(uv) = i(av),

AN

Un espacio afin euclideo es un espacio afin real E tal que en E hay definido un
producto escalar que lo dota de estructura de espacio euclideo.

Definimos la norma de un vector en un espacio euclideo como ||7]| = V0.

La distancia entre dos puntos A y B de un espacio afin euclideo serd ||A—B> II
Diremos que dos vectores ¢’ y w son ortogonales si ¥ = 0. Lo representaremos
por ¥ L . Un conjunto de vectores es ortogonal si no contiene al 0 y sus
elementos son ortogonales dos a dos. Un conjunto de vectores es ortonormal si
es ortogonal y todos sus vectores tienen norma 1.

Hemos probado que el espacio euclideo en el sentido de la geometria sintética
es un espacio afin euclideo tridimensional en el sentido analitico. Probaremos
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que el reciproco también es cierto (lo que justifica el nombre de espacio euclideo
en el segundo caso). En primer lugar sucede que esta definicién algebraica no
muestra directamente la existencia de bases ortonormales. Probar esto serd
nuestro primer objetivo. Para ello conviene notar algunos hechos elementales.

Se cumple que 07 = (00)7 = 0(0%) = 0.

La norma verifica la relacién ||ad|| = |«|||7||. Por lo tanto, si dividimos un
vector no nulo por su norma obtenemos un vector de norma 1, y si los vectores
de un conjunto ortogonal los dividimos por sus normas respectivas obtenemos un
conjunto ortonormal. Asf pues, basta probar la existencia de bases ortogonales.

Observemos también que si un conjunto de vectores {71, . . ., U } es ortogonal,
entonces es linealmente independiente. En efecto, si adjvi + -+ + @pv, = 0
- ~ - — - = - —
entonces 0 = 7;0 = a1 T;01 + - - - + UV, = 9,75, luego a; = 0.

Teorema 4.15 (Teorema de ortogonalizacién de Gram-Schmidt) Si V
es un espacio vectorial euclideo, todo conjunto ortogonal de vectores de V se
extiende hasta una base ortogonal de V.

DEMOSTRACION: Sea A = {7,...,7,} un conjunto de vectores ortogonales
(v por lo tanto linealmente independientes). Si A es ya una base de V no hay
nada que probar. En caso contrario tomamos un vector ¥ de V' que no esté en
(A). Consideremos un vector de la forma

T
w=1— E 042171
i=1

Claramente ;w0 = U;W — a;U;U;, luego si tomamos cada «; como el tnico escalar
que cumple esta ecuacién tenemos que W 1 A. Asi obtenemos un conjunto
ortogonal con un vector mas. Repitiendo el proceso llegamos hasta un con-
junto ortogonal con tantos vectores como la dimensién de V', que serd una base

ortogonal. -
En particular todo espacio euclideo V tiene una base ortonormal {é1, . .., €, }.
Si ¥y @ son vectores cualesquieray (21, ..., %), (Y1, - ., Yn) son sus coordenadas

en dicha base, tenemos que

U0 = (z1€1 + -+ + 2p€,)(Y1€1 + - + Yn€n) = T1Y1 + -+ + TnYn.
Esto significa que un producto escalar estd completamente determinado en
cuanto conocemos una base ortonormal. En particular podemos dotar a R™ de

estructura de espacio euclideo definiendo el producto escalar como

(xlv .- ~7xn)(y17 .- -;yn) =2x1Y1+ + TnYn-

Es claro que se trata ciertamente de un producto escalar y, respecto a él, la base
candnica es ortonormal. Los resultados del comienzo de la seccién prueban que
si en un espacio euclideo (en el sentido sintético) fijamos un sistema de referencia
con base ortonormal y a cada punto le asignamos sus coordenadas respecto a
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dicho sistema, entonces el producto escalar se corresponde con el producto en
R3 que acabamos de definir, luego la ortogonalidad y la distancia entre puntos
se corresponden con los conceptos homénimos en R3 definidos analiticamente.

El teorema siguiente es obvio desde un punto de vista sintético, pero es lo
unico necesario para probar analiticamente las propiedades de la distancia entre
puntos y la ortogonalidad de vectores.

Teorema 4.16 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Si ¥ y @ son dos vec-
tores de un espacio euclideo, entonces || < ||| ||W] y se da la igualdad si y
solo si U y W son linealmente dependientes.

DEMOSTRACION: Si @ = 0 la igualdad se da trivialmente. Supongamos que

@ # 0. Llamando @ = /|||, entonces ||@] = 1 y lo que hemos de probar
es que |Uu| < ||U]], vy que se da la igualdad si y sélo si @ y ¢ son linealmente
dependientes.

Tomemos A € R. Entonces
0 < |7+ \id||? = (T + @) (T + \id) = 00 + N0 + 2000 = ||7]|* + N + 2)\04,

En particular, si tomamos A\ = —#% queda que ||7]|? + (¢@)? — 2(v%)? > 0, o

sea, (T1)% < ||¥]|2, luego |Ta] < ||7]].

Ademas la igualdad se da siy sélo si |0 — (U)d]] = 0, o sea, si y sélo si
¥ = (V)u. Por lo tanto, si se da la igualdad @ y ¥ son linealmente dependientes.
Reciprocamente, si ¥ = A, entonces |0i] = |\du] = |\ = ||¥]]. "

Ahora podemos probar las propiedades esenciales de la norma euclidea:
Teorema 4.17 FEn todo espacio euclideo se cumple:

1. |3 >0y ||7]| =0 siy sdlo si T =0.

2. |7+ || < |9 + ||

3. |lad]| = [ [|7]].

DEMOSTRACION: La tinica propiedad que no es inmediata es la segunda,
pero

17+ @l = (T+@)(@+w) = [|0]* + [[&]* + 200 < ||9]* + [[]]* + 2|
197 + 1111* + 201 [ = (191l + lla])*.

IA

Por lo tanto ||T+ || < ||7]| + ||| n

La propiedad 2 del teorema anterior es la version analitica de la desigualdad
triangular. Es facil ver que es una igualdad exactamente cuando uno de los
vectores es un multiplo positivo del otro.

Ahora nos ocupamos de las aplicaciones que conservan la estructura euclidea.
Vamos a dar una definiciéon que aparentemente es mucho més débil que la que
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cabria esperar, pues vamos a pedir que se conserven las distancias, pero no la
estructura lineal ni mucho menos el producto escalar. Sin embargo probaremos
seguidamente que la conservacién de las distancias implica todo lo demés. Re-
presentaremos por d(P, Q) = ||P.C}2|| la distancia entre dos puntos P y ) de un
espacio afin euclideo.

Definicién 4.18 Sean A y B dos subconjuntos de dos espacios afines euclideos.
Una isometria entre A y B es una aplicacién biyectiva f : A — B tal que para
todo par de puntos P, @ € A se cumple d(P,Q) = d(f(P), f(Q)).

Tomemos un sistema de referencia del primer espacio con origen en un punto
O € Ay un sistema de referencia en el segundo espacio con origen en O’ = f(0O).

Por simplificar la notacién usaremos un apéstrofo para representar las imé-
genes por f, es decir, si P € A, entonces P’ representard a f(P). Llamemos A
al conjunto de los vectores 0.15, con P € A. Similarmente, sea B el conjunto de

— — ~ — ~

los vectores O'P’ con P’ € B. Si ¢ = OP € A, llamaremos v/ = O'P’ € B.

En estos términos 0 € A, 0/ =0 € By ||t — || = |0" — ||, para todo par
de vectores @ y @ en A. En particular, si hacemos @ = 0 tenemos ||7]| = ||7].

La relacion

17— @|* = ||6]|* + ||@]* — 20w

implica que 7w = ¢’ , para todo par de vectores v, w € A.
Veamos que si U € A y at € A entonces (a?)’ = at’. Si ¥ =0 es trivial. En
caso contrario

7" ()| = [3(ad)| = |al |9]* = 3]l llag]| = |7']| | ()|l

Como la desigualdad de Cauchy-Schwarz es en este caso una igualdad, tenemos
que (at¥)) = AU, para cierto escalar A\. Multiplicando ambos miembros por o’
obtenemos «|7]|? = A||7]|?, luego A = a, y se cumple lo afirmado.

Ahora probamos que si @, ¥, @+ € A, entonces (@ +7)" = @' +@'. Tenemos
1@ + 3|7 = @) + |17 + 2@ = [|a@l|* + ||9]* + 267 = || + 7],
luego ||@’ + ¥'|| = ||@ + ¥||. Por otra parte
(@ + ) (@ + 7)) = (@ +0)d@ + (@ + )T = (@ + )i + (@ + )7 = |7 + 7]

Reuniendo ambas igualdades (@ + @) (@' + ¢') = |[(d + 9)|| ||@ + 7.
nuevo la desigualdad de Cauchy-Schwarz es una igualdad, lo que 1mphca que
@ + ¥ = A(@ + v)’. Consecuentemente,

@+ 7||* = (@ + 0) (@ +T) = \|@ +7'|)* = \a@ + 7).

Esto 1mphca A =1 (y por lo tanto la relacién que queremos probar) salvo si
i+ ¥ = 0, pero en este caso tenemos ||@ + 7| = 0, luego @ + ' =0 = (@ + 7).

Sea W = <A> y W’ = (B). Consideramos una base de W contenida en
Ay definimos f W — W’ como la aplicacién lineal que sobre la base es
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—

f (¥) = ¥'. Los resultados que acabamos de probar justifican que esta relaciéon
vale para todos los vectores de A. Ahora observamos que

f(@)f(#) = @v, para todo @, 7 € W.

En efecto, basta tener en cuenta que esto es cierto para vectores de A y usar
la linealidad de f y del producto escalar. Haciendo ¥ = ¢ obtenemos que f
es inyectiva. La suprayectividad es clara, por construccién. También vemos
que || f Fl@)|| = ||@]|. Los isomorfismos entre espacios vectoriales euclideos que
conservan el producto escalar en este sentido se llaman isometrias lineales.

Consideramos ahora las variedades lineales L = O+ W y L' = O' + W".
Es claro que se trata de las menores variedades lineales que contienen a A y
B respectivamente. Hemos probado que tienen la misma dimensién. Més atn,
la afinidad f : L — L’ dada por f(P) = O’ + f(0—1>3) es una isometria que
extiende a f. Esta isometria es unica, pues si g fuera otra, le aplicamos todo
el razonamiento anterior, tomando ahora A = L, con lo que . A =W. Con ello
probamos que la aplicacién @ — @’ es lineal y coincide con f en el conjunto A
original (el generador de L), luego coincide con f en L, luego g coincide con f

El teorema siguiente recoge lo que hemos obtenido hasta ahora:

Teorema 4.19 Toda isometria entre dos subconjuntos de dos espacios euclideos
se extiende a una unica 1sometria entre las variedades lineales que generan.
Ademds la extension es una biyeccion afin cuya aplicacion lineal asociada f es
una isometria lineal entre los espacios directores de las variedades.

Ahora veamos que es posible extender la isometria a todo el espacio, aunque
perdemos la unicidad. Para ello conviene introducir el concepto siguiente:

Definicion 4.20 Dado un subespacio W de un espacio vectorial euclideo V', se
llama complemento ortogonal de W al espacio

L ={#eV|¥ L& paratodo @€ W}.

Es claro que W+ es un subespacio vectorial, asi como que W N W+ = 0.
Tomemos una base ortogonal 1,...,7, de W y extenddamosla hasta una base
ortogonal ¥, ..., 7, de V. Entonces es claro que W = (t,.41,...,7,), luego
V=WaoeWw

En general, si V7, ..., V, son espacios vectoriales cuyos elementos son orto-
gonales entre si, es facil ver que su suma es directa, y el tal caso diremos que
tienen suma ortogonal y la representaremos por V; L --- L V... Hemos probado
que V =W L W+, El teorema siguiente es inmediato:

Teorema 4.21 Un isomorfismo f : V. — V' entre dos espacios vectoriales
euclideos es una isometria lineal si y solo si existe una base {Uy,...,U,} de V
tal que f(0;0;) = f(0;)f(U;) para todo i,j. En particular si aplica una base
ortonormal a una base ortonormal.
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Con todo esto ya podemos concluir:

Teorema 4.22 Sean E y F dos espacios euclideos de la misma dimension.
Entonces

1. Las isometrias de E en F' son las biyecciones afines f tales que f es una
isometria lineal.

2. Toda isometria entre un subconjunto A de E y un subconjunto B de F se
extiende a una isometria de E en F.

8. Si A contiene un conjunto de n + 1 puntos afinmente independientes,
entonces la extension es unica.

DEMOSTRACION: Sean (A) = O + W y (B) = O’ + W', de modo que f se
extienda a una isometria afin sobre O + W. En particular W y W’ tienen la
misma dimensién, luego sus complementos ortogonales también. Extendamos
f a V (el espacio vectorial de F) asignando a una base ortonormal de W= una
base ortonormal de W’+. Por el teorema anterior la extensién (que seguiremos

llamando f) es una isometria lineal, y la afinidad que induce en E es una
isometria y extiende a f. m

A través de las isometrias podemos definir una nocién general de congruencia
de conjuntos arbitrarios que coincide con la que ya conocemos en el caso de
segmentos, angulos y tridngulos y con la cual todo espacio euclideo cumplira el
grupo de axiomas C de la geometria euclidea.

Definicién 4.23 Diremos que dos conjuntos A y B en un espacio euclideo F
son congruentes si existe una isometria f : E — FE tal que f[A] = B. Los
puntos de A y B correspondientes por (una isometria en particular) f se llaman
puntos homdlogos.

En el sentido de la geometria axiomética, dos segmentos son equivalentes si
y sélo si tienen la misma longitud pero, si esto es asi, una biyeccién entre los
conjuntos de sus extremos es una isometria, que se extiende a todo el espacio, y
es facil ver que transforma uno de los segmentos en el otro, luego son semejantes
en el sentido de la definicién anterior. El reciproco es anélogo.

Similarmente, si un angulo AOB es congruente con otro de vértice O,
podemos tomar puntos en sus lados de modo que éste sea AO'B y ademads
OA=0'A’", OB = O'B’. Entonces se cumplira también que AB = A’B’, luego
la correspondencia entre los conjuntos {A, O, B} y {A’, O’, B’} es una isometria,
que se extiende a todo el espacio, y de nuevo es facil ver que hace corresponder
los dngulos, luego son semejantes en el sentido de la definicién anterior. De igual
modo se prueba el reciproco y la equivalencia correspondiente a tridangulos.

Ahora veamos que todo espacio euclideo cumple el grupo de axiomas C. La
comprobacién de los axiomas sobre segmentos es muy sencilla, y el axioma C4
sobre dngulos se comprueba de modo similar al axioma C5 sobre tridngulos. Por
ello probaremos sélo C4.
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En primer lugar consideremos dos semiplanos cualesquiera, que serdn con-
juntos de la forma

7={0" + N0y +uty | p>0} y 7 ={0" 4\ + vy | u > 0},

donde podemos suponer que las bases (U1, 72) y (W, ws) son ortonormales. Si

llamamos f a la aplicacién lineal determinada por ¥(¢;) = ;, entonces f es
o —

una isometria lineal, y es claro que la aplicacién dada por f(P) = O’ + f(OP)
es una isometria entre los planos que contienen a w y a 7', tal que f[r] = =’
y que ademds transforma la semirrecta O + {A?} | A > 0}, en la semirrecta
O+ {\dy | A > 0}.

De aqui se sigue que dados dos semiplanos y en sus fronteras sendas semirrec-
tas, existe una isometria que transforma uno en el otro haciendo corresponder las
semirrectas. Por lo tanto, si tenemos un dngulo, un semiplano y en su frontera
una semirrecta (segin el axioma C4) existe una isometria entre el semiplano que
contiene al angulo con un lado en su frontera y el semiplano dado, de modo que
el lado del angulo se corresponda con la semirrecta dada. La imagen del angulo
por la isometria indicada serd un angulo congruente con el dado, contenido en
el semiplano dado y con un lado igual a la semirrecta dada, tal y como exige el
axioma C4.

Para probar la unicidad suponemos que tenemos dos angulos con un lado en
comun y contenidos en el mismo semiplano respecto a éste. Seran de la forma
A(O; 0y, 7) y A(O; ¥, 05). Ademds ambos estan contenidos en el semiplano

{O + A&, + i | 1> 0},

lo que se traduce en que vy =zt + yw con y > 0y ¥ = 2'th + ¢y’ con y' > 0.
Podemos suponer que ¥, ¥ y U5 tienen todos norma 1.

Una isometria f entre los dngulos ha de cumplir® f(v7) = 91 y f(th) = % o
bien f(01) = ¥4 y f(U2) = ¢1. En cualquier caso tendremos 02 = ¢4 7%, luego

22 = z'2. Por otro lado,

o® +y? = 6l = 5] = 2" + y,

y como y, ¥ > 0, de hecho y = 3. Desarrollando igualmente la condicién
| — 71|12 = ||, — #1]|? se concluye x = 2/, con lo que los dngulos son iguales.
| |

Asi pues, tenemos que todo espacio tridimensional euclideo en el sentido
analitico cumple los axiomas de la geometria euclidea, y que todo espacio que
cumpla dichos axiomas puede ser dotado de estructura de espacio tridimensional
euclideo. La aplicacién que a cada punto de un espacio euclideo de dimensién n
le hace corresponder sus coordenadas en R™ respecto a un sistema de referencia
ortonormal es una isometria (porque la aplicacién lineal asociada envia la base

5El punto més delicado es comprobar que si AOB = ATO'B’ entonces OA = O' A’ y
OB = O'B’. Por ejemplo, puede probarse que si una recta corta a un dngulo en un segmento,
entonces los extremos del segmento estdn sobre los lados. De aqui se sigue facilmente la
propiedad indicada.



4.5. Los giros y la medida de angulos 97

ortonormal en la base candnica), y las isometrias conservan todas las propie-
dades geométricas, luego resulta que todos los espacios euclideos de la misma
dimension tienen las mismas propiedades, luego cualquier resultado geométrico
que se obtenga en uno de ellos es aplicable a todos los demas. En este sentido
se dice que la geometria euclidea es completa o, mejor, categorica.

Por ultimo senalamos que, desde el momento en que hemos probado que los
espacios afines euclideos verifican los axiomas geométricos de congruencia, todos
los hechos que hemos probado al comienzo de la seccién a partir de tales axiomas
son vélidas en general.® En particular tenemos la relacién entre el coseno de un
angulo y el producto escalar:

—

v = || [|w]] cos v,

de la cual se deduce a su vez la versién analitica del teorema del coseno:
— 9 — 9 — 9 —_—  — — —
IPQ[" = |OP|" + [|0Q — 2[|OP| [|0Q]| cos A(O; OP OQ),

véalida para puntos cualesquiera O, P, @ (sin exigir que sean distintos o no
colineales) si convenimos que el dngulo es nulo si uno de los vectores que lo
definen es nulo. A su vez esta férmula contiene como caso particular el teorema
de Pitégoras.

4.5 Los giros y la medida de angulos

Dedicamos esta seccion a definir el concepto de giro, el dltimo concepto
euclideo que nos obligard a resolver algunos problemas técnicos, concretamente
al respecto de la medida de angulos.

Consideremos un sistema de referencia ortonormal (O; ¥, 73) en un plano
afin euclideo. Vamos a adoptar por primera vez el punto de vista habitual
de la geometria analitica. Identificaremos a cada punto P con su vector de
posicién O’P> y éste a su vez con sus coordenadas (x,y). Notemos que, en estos

términos, P_Q> = @ — P. Es costumbre llamar semiplano derecho al semiplano
x > 0, semiplano izquierdo al semiplano x < 0, semiplano superior a y > 0y
semiplano inferior a y < 0 (pero hay que tener presente que la diferencia entre
derecha e izquierda no es intrinseca, en el sentido de que depende del sistema
de referencia y es imposible establecerla de forma absoluta sin hacer referencia
a la anatomia humana, o algo similar).

Consideramos también la circunferencia w de centro (0,0) y radio 1, cuyos
puntos se caracterizan por la relacién 22 4 y? = 1.

Vamos a asignar a cada punto de w un numero real al que llamaremos su
argumento. Fijamos una unidad de angulos. Si un punto P de w estd en el
semiplano superior, su argumento serd la medida del arco menor de extremos

6 Aunque los axiomas que hemos dado describen la geometria tridimensional, los hechos
citados son bidimensionales, y todos los planos euclideos bidimensionales son isométricos.
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(1,0) y P (entendiendo que el argumento de (1,0) es 0). Si el punto P estd en el
semiplano inferior, su argumento se define igualmente pero con signo negativo.

/2 Con esto tenemos bien definido el argumento
31 /4 /4 sobre todos los puntos de w excepto (—1,0), dia-
metralmente opuesto a (1,0), cuyo argumento
deberia ser por una parte m y por otra parte
T 0 —m. Resolvemos esto asignando a cada punto,
- no un argumento, sino una clase de argumentos
modulo 27, es decir, si a es el argumento de P
segin lo acabamos de definir, ahora definimos
—3m/4 —T/4 argP = {a +2kn | k € Z}. De este modo,
—m/2 arg(—1,0) = {7 + 2k7 | k € Z}, que contiene
tanto a m como a —m, y la definicién resulta consistente. Tenemos asi una
biyeccién entre la circunferencia w y el grupo cociente R/27R.

Intuitivamente, el argumento de un punto indica el angulo que hay que girar
desde (1,0) para llegar hasta él. Asi, el hecho de que un mismo punto tenga
argumentos /2, —37/2 y 5m/2 significa que se llega hasta él girando un recto
en un sentido, o tres rectos en sentido opuesto, o dando una vuelta entera de
4 rectos mas otro recto. El resultado basico en torno a los argumentos es el
siguiente:

Teorema 4.24 Sean P y Q dos puntos en w, sean arg P = [a], arg Q = [3] de
modo que |3 — a| < 7. Entonces el dngulo POQ tiene amplitud |3 — «.

DEMOSTRACION: Notemos en general que cada clase médulo 27 tiene un
unico representante en el intervalo [—m, 7] (excepto 7, que tiene dos pero con el
mismo valor absoluto). Esto implica que el valor de |3 — «| menor o igual que
estd univocamente determinado por P y ) y no importa con qué representantes
concretos lo calculamos. En principio tomamos o y 3 en [—7, 7).

Sean I = (1,0), I’ = (—1,0). Si P y @ estdn ambos en el semiplano superior,
podemos suponer que 0 < a < 8 < 7. Descartando casos triviales tenemos que
TOP esté contenido en @ y sus amplitudes son a y 3, luego es claro que la de
FO\Q es § — a. El mismo argumento vale si P y () estan ambos en el semiplano
inferior.

Supongamos que P estd en el semiplano Superlor y Q estd en el i el inferior. Si
Q) es diametralmente opuesto a P, entonces I OQ es adyacente a [ OP luego sus
amplitudes o y —f suman 7, como habia que probar.

Sea P’ el punto diametralmente opuesto a P. Podemos suponer que P es
distinto de I, I’. Entonces la recta PP’ deja a I y a I’ en semiplanos distintos.
Supongamos que @ e I estdn en el mismo semiplano. Entonces es claro que
m — POI + I/Ob y de nuevo la suma de las amplitudes es o — 3 < 7.

Finalmente consideramos el caso en que @ e I’ estdn en el mismo semiplano.
Entonces fO\Q = POI’ + Q/OT Las amplitudes de los sumandos son m — «
y ™+ B, luego la amplitud de ?(E es 21 + [ — a. Si tomamos 27 + 5 como
argumento de @, se cumple lo pedido. n
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Consideremos un punto P(z,y) en w, sea « su
L argumento en |—m, 7|, sea P’ = (z,0). Si x, y son
o no nulos, entonces el triangulo OPP es rectangulo,
\ pues P — P = (0,y) es ortogonal a P’. Por otra
0 parte, Si/,[\: (1,0), la definicién de argumento nos

P/
da que TOP = +a, donde el signo es el de la coor-
denada y.

Puesto que ||P|| = 1, la definicién del seno y el
coseno de un éngulo implican entonces que (z,y) = (cos(+a), £sen(+a)). Esta
férmula sigue siendo cierta para los puntos (£1,0) y (0, £1) (cuyos argumentos
son 0, +7/2,+m) por la definicién del seno y del coseno en estos casos particu-
lares. Recordemos que al comienzo de la seccién anterior hemos convenido en
que el coseno de un dngulo nulo es 1 y el coseno de un dngulo llano es —1 (y en
ambos casos definimos el seno como 0).

Hasta aquf tenemos definidas las funciones seno y coseno en el intervalo [0, 7].
Ahora extendemos las definiciones al intervalo [—m, 7] mediante las relaciones

sen(—a) = —sencq, cos(—a) = cosa.
Asi la relacién entre a y las coordenadas de P se reduce a
(z,y) = (cosa,sena).

Puesto que todos los niimeros « + 2k7 son argumentos de P, podemos hacer
que esta férmula valga para cualquiera de ellos si extendemos las funciones seno
y coseno a todo el conjunto R mediante

sen(a + 2km) = senc«, cos(a + 2km) = cosa, para todo k € Z.

A continuacién extendemos el concepto de argumento a cualquier punto
P del plano distinto de O. Para ello consideramos la intersecciéon con w de
la semirrecta de origen O que pasa por P, esto es, el punto P* = P/||P|.
Definimos el argumento de P como arg P = arg P*. Si este argumento es «, las
coordenadas de P son
(z,y) = || P||(cos r, sen a).

Definicién 4.25 Llamaremos coordenadas polares de un punto P # 0 (respecto
al sistema de referencia dado) a los ndmeros p = ||P|| (el mddulo de P) y
6 = arg P (el argumento de P, determinado médulo 27). Representaremos por
P = py al tnico punto P del plano de médulo p y argumento 6.

En estos términos, la relacién entre las coordenadas cartesianas y las coor-
denadas polares de un punto P es

(z,y) = (pcosb, psend).

Definicién 4.26 Sea 7 un plano afin y (O;¥;,72) un sistema de referencia.
Sea o un nimero real. Llamaremos giro de centro O y dngulo « a la aplicacién
determinada por G(O) = O v Gu(pe) = pPo-+a-
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Los giros son isometrias. En efecto, dados dos puntos P y @, hemos de
probar que ||Q — P| = ||Ga(Q) — G4(Q)]]. Si P = O el término izquierdo es
la coordenada p de @), mientras que el término derecho es la coordenada p de
G4 (Q), v ésta se conserva por definicién. Si P # O # @, entonces el teorema

4.24 prueba que P/O\Q = G, (P)/O\Ga (@) (incluyendo los valores posibles 0 y 7
si los puntos estdn alineados). Como también tenemos que ||P| = ||Ga(P)|| ¥
QI = |G&(Q)]], por el teorema del coseno ||Q — P|| = ||Ga(Q) — Go(P)]|.

Puesto que G, (0) = O, la expresién en coordenadas de G,, es lineal (coincide
con la de éa. Vamos a calcular su matriz en la base del sistema de referen-
cia que estamos considerando. Se trata de la matriz que tiene por filas las
imégenes de los puntos (1,0) y (0,1). El punto P(1,0) = 1 se transforma
en 1, = (cosa,sena), mientras que el punto P(0,1) = 1,/ se transforma en
Lrjota = (cos(m/2 + a),sen(m/2 + ). Por otra parte este vector tiene norma
1y es ortogonal a (cosa,sena). Sélo hay dos vectores en estas condiciones (el
complemento ortogonal del subespacio generado por este ultimo vector tiene
dimensién 1). Asi pues,

Ga(0,1) = (cos(m/2 + ), sen(m/2 + a)) = £(—sen v, cos a)

(pues estos dos vectores cumplen las condiciones y no puede haber méis). Es
facil ver que el signo ha de ser positivo. Por ejemplo, si 0 < a < /2 entonces
cosaw > 0 y por otra parte 7/2 < 7/2 + a < , luego sen(r/2 + a) > 0.
Similarmente se discuten las demds posibilidades. Asi pues, la matriz del giro
de angulo a en un sistema de referencia dado es

cosa  seno
Ma—< )

—Ssena Cos«

Teniendo en cuenta que G, (0O) = O, la expresién en coordenadas de G, resulta
ser

—Ssena Cos«

Gale) = )

Ccosx seno )

Es facil ver que, salvo que a = 2km con k € Z, el inico punto fijo de G, es el
origen O, luego un giro determina su centro. Ahora vamos a comparar los giros
definidos en distintos sistemas de referencia ortonormales con un mismo origen
O. Para ello hemos de notar que de la definicién de giro se sigue inmediatamente
que Gy 0 Gg = G, luego Mo Mg = M4 5. En particular M;'=M_,.

Recordemos que habfamos fijado el sistema (O; ¥, ¥2) y sea ahora (O; Wy, Ws)
otro sistema de referencia ortonormal. Sea O +w; = 1y. Entonces w; = 69(171).
Los vectores ég(’[fg) y Wy son ambos ortogonales a w; y tienen moédulo 1, luego
Wy = £Gg(02). Teniendo esto en cuenta es facil ver que la matriz de cambio de

base de (¥, ¥2) a (W, ws) es
1 0
MG( 0 +1 >
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1 0
(0 j:1>M_9'

Asf pues, la matriz del giro de dngulo « (definido respecto al primer sistema
de referencia) en el segundo sistema de referencia es

luego su inversa es

1 0 1 0
My < 0 41 >Ma ( 0 41 )Ma = MMy M g = My,.

Esto significa que el giro de angulo « respecto a un sistema de referencia
es el giro de angulo +a respecto a cualquier otro sistema de referencia con el
mismo origen, y ademds el posible cambio de signo depende sélo de los sistemas
de referencia, es decir, o bien todos los giros coinciden, o bien todos cambian de
signo. Vemos, pues, que un giro (distinto de la identidad) determina su centro
y su angulo salvo signo. Dicho signo depende del sistema de referencia.

Como aplicaciéon vamos a obtener unas importantes relaciones trigonométri-
cas. Basta desarrollar la igualdad M43 = M,Mg para concluir

sen(a+ ) = senacosf + cosasenf,

cos(a+ ) = cosacosf —senasenf.

Enseguida veremos que con estas formulas tenemos completamente determi-
nadas (salvo un factor constante) las funciones seno y coseno. Primero enun-
ciamos un teorema que recoja las propiedades esenciales de ambas funciones.
Todas estdn ya demostradas.

Teorema 4.27 Las funciones seno y coseno (respecto a una medida de dngulos
prefijada en la que los dngulos llanos tengan amplitud 7 ) verifican las propieda-
des siguientes:

1. sen(a + 2km) = sena, cos(a+ 2kmw) =cosa, para todo k € Z.
2.sen0=0, cos0=1, sen(n/2)=1, cos(w/2)=0.

3. sen?a+cos’a=1, sen(—a)=—sena, cos(—a)=cosa.
4.sena>0siaw€0,m], cosa>0sia€[—n/2,7/2].
9.

Para cada par (z,y) € R? tal que 2° + y*> = 1 existe un dnico o € |-, 7]
tal que (z,y) = (cos o, sen ).

6. sen(a+ ) = senacos B + cosasen 3,

7. cos(a+ B) = cosacos f — sen asen 3.

Nuestra definicién de las funciones seno y coseno se basa en la delicada
construccién de la medida de dngulos, que no admite una formulacién algebraica
sencilla. Estas funciones pueden ser definidas mucho mas facilmente mediante
técnicas analiticas. Vamos a probar que cualquier par de funciones que cumplan
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las propiedades del teorema anterior son de hecho el seno y el coseno que hemos
definido (respecto a una unidad de dngulos adecuada). Asi tendremos justificado
que nuestra definicién geométrica equivale a cualquiera de las varias definiciones
analiticas posibles.

Supongamos, pues, que tenemos dadas dos funciones sen y cos que satisfagan
las propiedades del teorema anterior. Entonces, dado z € [0, 1], existe un tnico
nimero y > 0 tal que 22 + y? = 1, y asi (z,y) = (cosa,sena) para un tnico
a € [0,7]. El teorema de Cauchy-Schwarz nos permite definir la amplitud del
dngulo entre dos vectores ¥; y ¥ como el dnico nimero « € [0, 7] que cumple

U103
COSQ = ——————.
7] ]72|

. 7z Ty Pt =4 7’ .

La amplitud de un dngulo ABC es la de los vectores BA y BC'. Es fécil ver que
esta definicién no depende de la eleccién de A y C' en los lados del dngulo, asi
como que se conserva por isometrias, es decir, que dngulos congruentes tienen la
misma amplitud. Vamos a comprobar que esta definiciéon de amplitud satisface
las condiciones del teorema 2.27. Acabamos de probar la primera.

g _ Para probar la segunda consideramos un dngulo
Ty v A = A(O;7y,7,), donde podemos suponer que ¥ y
U tienen norma 1, y una semirrecta O + {\7 | A > 0}
contenida en el angulo, lo cual equivale a que
() 'Ul 17: )\1714’#172, )\,[J,ZO

(También podemos suponer que ¥ tiene norma 1.)

Sea w un vector ortogonal a v en el plano del dangulo. Cambiando W por
— si es preciso podemos suponer que 17/2\: x@\—# yw, con y > 0. Sean «, (8
y «v las amplitudes de los dngulos v1vs, U170 y Uy respectivamente. Hemos de
probar que a = 3 + 7.

Tenemos cos a = T17 = x, luego y = sena (pues 22 +y?> =1 e y > 0). Asf
pues, U = cosav] + sen aw. De aqui que

U= (A4 pcosa)vy + psen aw.

A su vez esto implica que cos3 = U41U = A + pcosa, luego sen 3 = psena.
Usando las férmulas 6 y 7 del teorema 4.27 vemos que

cos(a — f) = cosacosf +senasen 3 = Acosa+ p = U0y = cos,
sen(a — 8) = senacosf —senfcosa = Asenca > 0.
Puesto que |a — ] < 7, la tltima desigualdad implica que 0 < o — 5 < m,
luego de cos(a—3) = cosy podemos concluir a—f = =y, como querfamos probar.

Llamemos m(fl) a la amplitud de un dngulo A tal y como la hemos definido a
partir de las funciones sen y cos. Sea m’(A) la amplitud de A en el sentido usual,
digamos que tomando como unidad de dngulos el angulo recto. Claramente los



4.5. Los giros y la medida de angulos 103

angulos rectos tienen medida m igual a /2. El teorema 2.27 nos da entonces que
m(A) = (7/2)m/(A), para todo angulo A, dicho de otro modo, que la amplitud
de un éngulo cualquiera en el sentido usual es (2/7)m(A) dngulos rectos.

Si suponemos ademds que 7w > 1, entonces podemos tomar como unidad de
angulos 2/ veces un dngulo recto y, respecto a esta unidad, la amplitud de un
angulo cualquiera es precisamente m(/l)

Finalmente, dado « € ]0, 7|, fijamos un sistema de referencia ortonormal y
consideramos los puntos P(cosa,sena) y Q(1,0). Entonces el tridngulo PAm
tiene un angulo recto Q y la perpendicular a OQ por P corta a OQ en el punto
(cos @, 0). Como ||P|| = 1, concluimos que sena y cosa son el seno y el coseno
de O en el sentido geométrico, es decir, hemos probado:

Teorema 4.28 Si unas funciones sen y cos satisfacen las propiedades del teo-
rema 4.27 con m > 1, entonces existe una unidad de dngulos respecto a la cual
sena y cosa son el seno y el coseno de los dngulos de amplitud o (para todo
a € [0,7]).

Es importante insistir en que nosotros hemos demostrado la existencia de
las funciones seno y coseno. No obstante, si se supone conocida su existen(;i\a
junto con las propiedades del teorema 4.27, la férmula v = ||0|| ||| cos v
(usada como definicién de la amplitud de 17/'\117) permite introducir rapidamente la
medida de dngulos en los espacios euclideos, y de ella se siguen inmediatamente
el teorema del coseno y el teorema de Pitagoras. Por completitud daremos la
prueba analitica de otros dos resultados fundamentales: probaremos que los
angulos de un triangulo suman dos rectos y también el teorema de los senos.

Dado un tridngulo ABC', tomando un sistema de referencia ortonormal con
—
origen en A y un vector en la direccién de AB podemos suponer que A = (0,0),
B = (c,0), C = (z,y), con ¢,y > 0. Se comprueba ficilmente que

cos/l:%, senfl:g, cosB=-—=, senB = 7.
b b a a
Las férmulas de la suma nos dan que
~ ~ yc
A+B) = =2>0
sen(A + B) Al
A —2?—y?  ACBC .
cos(A+ B) = S A =—cosC.
ab ab
Estas relaciones implican que 0 < A+B<nr y A+B=n-C. L]
C
b Y a
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Conservando la notacién, tenemos
C = (bcos A,bsen A), B —C = (acos B, —asen B),
y como B = (c,0), al sumar las segundas coordenadas queda
0=bsen A — asenB,

que es una de las igualdades del teorema de los senos. La otra se prueba inter-
cambiando los papeles los vértices (no entraremos en la relacién con el radio de
la circunferencia circunscrita). n

4.6 Complementos sobre trigonometria

Ahora que tenemos caracterizadas completamente las funciones seno y co-
seno podemos probar unos pocos resultados adicionales sobre trigonometria que
nos serdn utiles mas adelante. En primer lugar destacamos las férmulas del seno
y el coseno del angulo doble, que son consecuencias inmediatas de las férmulas
de la suma:

sen2a = 2senacosq, COs2a = cos? a — sen? a.

De ellas se deducen sin esfuerzo las formulas para el dngulo mitad:

o « /1 —cos« o « /1+ cosa
sen — = _ S — = _ .
2 2 ’ 2 2

Introducimos ahora una tercera funcién trigonométrica de interés:

Definicion 4.29 Llamaremos tangente de un dngulo « a

sen «
tana = .
cos
La tangente estd definida para todos los nime- C

ros reales a excepto aquellos cuyo coseno es nulo,
es decir, & = +m/2 + 2km, con k € Z. Su inter-
pretacion geométrica es facil de obtener. Tomemos
0 < @ < /2. Si la circunferencia de la figura tiene
radio 1, sabemos que las longitudes de los segmen-
tos OA y OB son respectivamente sen« y cosa.

Por lo tanto la tan« es el cociente de ambas lon- C B D

gitudes, y por el teorema de Tales este cociente es
independiente de la recta vertical AB que escoja-
mos para calcularlo. En particular si tomamos la
tangente C'D vemos que tan o = CD.

Para los demas valores posibles de a la tangente se interpreta del mismo
modo, y la dnica diferencia es el signo.
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En general, vemos que la tangente de uno de los dngulos agudos de un
tridngulo rectangulo es la razon entre el cateto opuesto y el cateto contiguo.
De aqui se sigue que existen dngulos agudos cuya tangente es igual a cualquier
numero real positivo prefijado. Las férmulas siguientes se prueban sin dificultad
a partir de las correspondientes para senos y cosenos:

tan(a 4 27) = tana, tan(—a) = —tanc,
tan a 4 tan 8 2 tan
t = 0T tan2a = — O
an(a + f) 1 —tanatan 3 =T tanta

Dejamos al lector la comprobacién de la tabla siguiente. Es féacil obtener
pruebas tanto geométricas como algebraicas.

o' sen CcOs tan
0 0 1 0
/6| 1/2  V3/2 1/V3
/4| V2/2 V2/2 1
/3| V3/2 1/2 /3
/2 1 0 -

4.7 Circunferencias

Veamos la expresion analitica de las circunferencias. Dado un plano afin
euclideo y fijado en él un sistema de referencia ortonormal, la circunferencia de
centro un punto (a,b) y radio r > 0 estd formada por los puntos (z,y) cuya
distancia a (a,b) es igual a r, es decir, ||(z — a,y — b)|| = r, o equivalentemente:

(z—a)®+(y—b)* =r"

60 v ; . .
Desarrollando la ecuacién, vemos que las circunferencias estan formadas por los
puntos cuyas coordenadas satisfacen una ecuacién de la forma

2 +y*+ Ar+ By +C =0, (4.1)

donde A = —2a, B = —2b, C = a® + b*> — r2.

Demostramos ahora un resultado cldsico sobre circunferencias cuya prueba
sintética es inmediata. A continuacién lo relacionaremos con la geometria
analitica.

Teorema 4.30 (Teorema de la potencia) Sea P un punto que no esté en
una circunferencia w. Sean Ly y Lo dos rectas secantes a w que pasen por P.
Sean Ay y By los puntos en que Ly corta a w y sean As y By los puntos en que
Lo corta a w. Entonces

PA,-PB; = PA;y- PBs.
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DEMOSTRACION: Basta observar que los
., _— _— . L,
tridngulos PAs By y PA;Bs tienen dos éan-
gulos iguales (B; y By abarcan arcos igua-
les), luego son semejantes. Si el punto P es
interior a la circunferencia el razonamiento
es similar. n

Definicién 4.31 La potencia de un punto
P respecto a una circunferencia w se define
como (0 si P estd en w y en caso contrario
como la cantidad constante considerada en el teorema anterior, con signo posi-
tivo si P es exterior a w y con signo negativo si P es interior.

Si w tiene centro O y radio r y la distancia de P a r es d, podemos calcular la
potencia de P mediante la recta OP (tomamos una recta cualquiera si P = O).
Es fécil ver que si P es exterior la potencia es (d —7)(d+r) = d*> —r?, y si P es
interior obtenemos —(d+7)(r —d) = d? —r?. Esta expresién vale trivialmente si
P estd en w, luego en general tenemos que la potencia de P respecto a w viene
dada por la férmula d? — 2.

Teniendo en cuenta cémo hemos obtenido la ecuacién (4.1) es claro que la
potencia de un punto (z,y) respecto a la circunferencia que ésta determina es
precisamente el valor del miembro izquierdo de la ecuacién.

Ejercicio: Probar que si P es un punto exterior a una circunferencia w, entonces la
potencia de P es el cuadrado de la distancia de P a los puntos donde las tangentes a
w por P tocan a w.

Ejercicio: Probar que el conjunto de los puntos con la misma potencia respecto a
dos circunferencias no concéntricas es una recta perpendicular a la recta que pasa por
sus centros (esta recta recibe el nombre de eje radical de las circunferencias).

4.8 Conicas

Como ilustracién de las técnicas analiticas que hemos introducido en este
capitulo vamos a exponer la teoria bésica sobre las secciones cénicas, que in-
cluyen tres clases de curvas: elipses, hipérbolas y pardbolas. Empezaremos
estudidandolas individualmente y después veremos las relaciones entre ellas. En
toda esta seccion E sera un plano afin euclideo.

La elipse Es posible definir una elipse de muchas formas alternativas, pero
quizé la mas intuitiva sea la siguiente:

Definicion 4.32 Una elipse es el conjunto de puntos del plano tales que la
suma de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos es constante.
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La figura siguiente muestra una elipse de focos F; y F>. Podemos pensar que
unimos F} y F5 con una cuerda de longitud [, la tensamos estirando de un punto
y movemos dicho punto de modo que la cuerda nunca deje de estar tensada. La
trayectoria del punto serd la elipse correspondiente a los focos dados y a la suma
de distancias [.

El punto medio del segmento que une los focos se llama centro de la elipse,
los segmentos que unen dos puntos de la elipse y que pasan por su centro se
llaman digmetros. El didmetro que contiene a los focos se llama eje mayor y el
didmetro perpendicular se llama eje menor. Los extremos del didmetro mayor
se llaman vértices mayores y los extremos del eje menor vértices menores. La
distancia ¢ del centro a cada foco se llama distancia focal.

Es claro que los vértices menores estan a la misma distancia de los dos focos,
luego si llamamos a a dicha distancia, entonces el valor constante de la suma de
las distancias a los focos desde cualquier punto de la elipse es [ = 2a. Notemos
que para que pueda existir una elipse con distancia focal ¢ y suma de longitudes
2a es necesario (y suficiente) que ¢ < a.

La distancia de los vértices mayores/menores al centro de la elipse se llama
semieje mayor/menor de la elipse. Al semieje menor lo representaremos por b,
mientras que el semieje mayor no es sino la distancia a que acabamos de definir.

En efecto, si llamamos a’ al semieje mayor, la distancia de un vértice mayor
a su foco més préximo es a’ — ¢, mientras que la distancia al foco méas alejado es
c+d’, luego la suma de ambas distancias es a’ —c+ c+a’ = 2d’ y, como dicha
suma ha de ser 2a, resulta que a’ = a.

La figura muestra entonces la relacién a? = b% +c?. En particular vemos que
el semieje mayor es siempre mayor que el semieje menor, por lo que los nombres
son adecuados.

Conviene observar que la definicién de elipse sigue siendo valida si reducimos
los dos focos a un mismo punto C'. Lo que obtenemos entonces es el conjunto
de puntos P tales que el doble de la distancia de P a C es una constante 2a,
pero esto no es sino la circunferencia de centro C' y radio a. En suma, podemos
ver a las circunferencias como elipses con distancia focal nula.

En general, una elipse tiene el aspecto de una circunferencia achatada, y el
“grado de achatamiento” puede medirse a través de su excentricidad e = c¢/a.
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Para una elipse propiamente dicha tenemos que 0 < e < 1, y las circunferencias
pueden verse como elipses de excentricidad e = 0.

Observemos que b/a = /1 — €2, por lo que la excentricidad determina (y
estd determinada por) la proporcién entre los semiejes de la elipse. Asf se ve
mas claramente que es una medida del “achatamiento” de la elipse.

Fijemos ahora un sistema de referencia ortonormal cuyo origen sea el cen-
tro de la elipse y su eje X contenga al eje mayor. Entonces los focos tienen
coordenadas (+¢,0) y un punto P = (z,y) estd en la elipse si cumple que

V(z+e)2+y? + /(¢ —0)? +y? = 2a.

Despejando la primera raiz cuadrada, elevando al cuadrado y simplificando
llegamos a que

(x —c)2+y? =a—ac/a.
Elevando de nuevo al cuadrado queda
2+ =a?+ 2l a?

0, equivalentemente,
v, 2 2
pok +y° =b".
Por 1ltimo, dividiendo entre b? llegamos a la ecuacién

2 2
x y:
P + =i 1. (4.2)
Reciprocamente, vamos a ver que toda ecuacién de esta forma con a > b
corresponde a una elipse de semiejes a y b y focos en los puntos (£¢,0), donde
¢ = va? — b2, Para ello calculamos la distancia d; de un punto P = (z,y) que
cumpla la ecuacién al punto (—c, 0):
b2 c?
B =(x+c)+y* =2+ 2cx+*+b* - —sz = —2x2—|—20:r+a2 = (a+ex)?,
a a
donde hemos llamado e = ¢/a. De (4.2) se sigue que || <ay 0 <e < 1, luego
a+ex > 0, luego di = a + ex. Similarmente se prueba que la distancia de P al
vértice (c,0) es dy = a — ex, luego, ciertamente, la suma de ambas distancias es
constante: dq + da = 2a. Esto prueba que la ecuacién (4.2) corresponde a una
elipse con los pardametros indicados.

Del argumento anterior se extrae una consecuencia relevante: llamemos
d=ale=ad*/c>a

y consideremos las directrices de la elipse, que son las rectas perpendiculares

a su eje mayor y que distan de su centro una distancia d. El cociente de la

distancia de un punto P al foco (¢,0) y a la directriz que pasa por (d,0) es
a—ex a—ex

=e =e
d—=x a—ex ’

e igualmente sucede si consideramos el otro foco y la otra directriz. En resumen:
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Teorema 4.33 El cociente entre la distancia de un punto de una elipse (que
no sea una circunferencia) a uno de sus focos sobre la distancia a su directriz
correspondiente es igual a la excentricidad de la elipse.

La figura siguiente muestra las directrices de la elipse anterior junto con las
distancias de un punto arbitrario P a un foco y a su directriz. Vemos asi que
una elipse estd completamente determinada por uno de sus focos, su directriz
correspondiente y su excentricidad.

La hipérbola Un minimo cambio en la definicién de elipse nos da la definicién
de hipérbola:

Definicién 4.34 Una hipérbola es el conjunto de puntos del plano tales que la
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos es constante.

Aqui hemos de entender que la diferencia se toma en valor absoluto o, equi-
valentemente, que la ecuacién de una hipérbola respecto de un sistema de refe-
rencia en el que los focos tengan coordenadas (+c,0) es de la forma

VE+e)2+y2+ /(- )2 +y2 = +2a,

con a > 0. Observemos que si llamamos u y v a las dos distancias y, por ejemplo
u > v, entonces u — v = 2a y, por otro lado, la diferencia entre las longitudes de
dos lados de un tridngulo ha de ser menor que el tercer lado, luego 2a < 2c.

F’ c c F

Si se da la igualdad a = c entonces la “hipérbola” ha de estar contenida en
la recta y = 0 (y es facil ver que, de hecho, es toda la recta), as{ que vamos
considerar que la definicién de hipérbola excluye este caso trivial. Suponemos,
pues, que a < c.
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Las mismas manipulaciones que hemos hecho con la ecuacién de la elipse

nos llevan ahora a
a® —c

Como a < ¢, podemos llamar b = ¢ — a?, con lo que la ecuacién se reduce

a la forma ) )
x
- %2 ~ 1. (4.3)

Como en el caso de la elipse, podemos definir el centro de una hipérbola como
el punto medio de sus focos, sus didmetros como los segmentos que unen dos
puntos de la hipérbola y pasan por su centro, su eje mayor como el didmetro
que pasa por sus focos y sus vértices como los extremos del eje mayor. Res-
pecto al sistema de referencia correspondiente a la ecuacién (4.3) el centro es
el punto (0,0) y los vértices son los puntos (+a,0). La hipérbola sélo tiene
dos vértices, porque no corta al eje x = 0. El ntimero b no tiene una interpre-
tacién geométrica, pero determina la distancia focal ¢ a través de la relacién
c? = a® + b?. Definimos la ezcentricidad como e = c/a > 1.

Definimos las directrices de una hipérbola igual que para una elipse, es decir,
como las rectas perpendiculares a su eje que distan +d de su centro, donde
d = a/e. Dejamos a cargo del lector la demostracién de que el teorema 4.33
vale igualmente para elipses. La figura siguiente muestra una hipérbola con sus
focos y sus directrices. La distancia de P a F dividida entre la distancia de P

a D es igual a la excentricidad e.

Conicas euclideas El hecho de que tanto las elipses como las hipérbolas
satisfagan el teorema 4.33 nos lleva a la siguiente definiciéon de conica en el
plano euclideo:

Definicion 4.35 Sea D una recta en el plano euclideo, sea F' un punto no
contenido en D y sea e > 0 un numero real. Llamaremos cdnica de foco F,
directriz D y excentricidad e al conjunto de los puntos P tales que la distancia
de P a F sobre la distancia de P a D sea igual a e. Una cdnica serd una
curva que cumpla esta definicién o bien una circunferencia, de modo que, por
definicién, las circunferencias son las conicas de excentricidad 0.

Vamos a probar que las cénicas en este sentido son elipses si su excentricidad
es 0 < e < 1 y son hipérbolas si e > 1. Para ello tomamos D, F' y e en las
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condiciones de esta definicién con e # 1. Llamamos k > 0 a la distancia de F' a
D, y definimos a > 0 mediante la relacién

1
al—-—e| =k.
e

De este modo, si llamamos ¢ = ae y d = a/e, se cumple que |c—d| = a, luego
podemos tomar un sistema de referencia en el que el punto F' tenga coordenadas
(c,0) y la recta D tenga ecuacién x = d. Si 0 < e < 1 el punto F estard a la
izquierda de D, pero si e > 1 serd al revés.

Los puntos P = (x,y) de la conica definida por D, F'y e son los que cumplen

Vie=oPty (4.4)

d—a]
Esta ecuacion equivale a la que resulta de elevarla al cuadrado, que es:
22 = 2cx + A + % = 2d® + e22? — 2e%dxr,
la cual es equivalente a
(1—e?)z? +y? = a*(1 - €?).
Si llamamos € = £1 al signo de 1 — €2 y

b=ay[I— =2~

tenemos que
22
eb? p) +y? = eb?,

lo que equivale a que

2 2
T Y
— +e= =1
a? b2
Asi, si 0 < e < 1 tenemos que € = 1 y hemos llegado a la ecuacién de una
elipse, mientras que para e > 1 se cumple que € = —1 y la ecuacién corresponde

a una hipérbola. En ambos casos es claro que e, F' y D son respectivamente
la excentricidad, un foco y una directriz en el sentido definido especificamente
para elipses e hipérbolas, luego la definicién 4.35 es coherente con las definiciones
previas.

La parabola Las conicas de excentricidad e = 1 no son ni elipses ni hipérbolas,
sino que reciben el nombre de pardbolas. La ecuaciéon mas simple de una
pardbola se tiene cuando se toma un sistema de referencia en el que el foco
tenga coordenadas (p,0) y la directriz tenga ecuacién @ = —p. Entonces un
punto P = (z,y) estd en la pardbola si cumple

Ve =p)?+y? =z +p|,

lo cual equivale a y? = 4pz.



112 Capitulo 4. La geometria analitica

Podemos definir el eje de la parabola como la recta perpendicular a D que
contiene a F', y su vértice es el punto donde la pardbola corta al eje. En el
sistema, de referencia en el que la pardbola tiene la ecuacién candnica y? = 4px
tenemos que el eje es y = 0 y el vértice es (0,0), por lo que p es la distancia del
foco al vértice (o de la directriz al vértice) y se llama pardmetro de la pardbola.

El teorema siguiente resume la clasificacion de las cénicas euclideas que
hemos obtenido:

Teorema 4.36 Fijado un sistema de referencia ortonormal en un plano euclideo
real, toda conica es isométrica a una sola de las conicas siguientes:

22 2 2 42 ,
§+b—2:1 (con a >b>0), ﬁ—bﬁzl (con a,b>0), y*=dpx,
(conp>0).

La unicidad se debe a que las isometrias han de conservar los pardmetros
intrinsecos de las conicas, como los semiejes, la distancia focal, etc.

Secciones coénicas Finalmente vamos a probar que las cénicas pueden ca-
racterizarse por su definicién clésica, es decir, por que son las curvas que se
obtienen al cortar un cono con un plano que no pase por su vértice.

Dados un punto O y una recta r que pase por O, un cono (gr. ‘pifia’) de
vértice O y eje r es el conjunto de los puntos del espacio que pertenecen a al-
guna de las rectas que pasan por O y forman un
angulo fijo a con r. Dichas rectas se llaman ge-
neratrices del cono. En realidad esta definicién
corresponde a lo que més propiamente se llama
un cono doble, formado por dos conos simples
opuestos por el vértice. Las generatrices de los
conos simples son las semirrectas de origen en
O y contenidas en un mismo semiespacio res-
pecto del plano perpendicular a r que pasa por
O, pero aqui vamos a considerar conos dobles.

Dado un cono en un espacio afin euclideo
E, podemos tomar un sistema de referencia or-
tonormal cuyo origen se encuentre en el vértice del cono y cuyo eje Z sea el eje
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del cono. Si llamamos d a la distancia al eje Z de un punto del cono situado a
altura z, tenemos que m = tana = d/z, luego los puntos del cono cumplen la
ecuacion
22 4y = m?222
Consideremos ahora un plano IT que corte al eje
Z en un punto O’ = (0,0,1), con I > 0. Suponga-
mos primeramente que Il no es vertical. Entonces su
interseccién con el plano XY es una recta y, como
podemos elegir los ejes X e Y sin alterar la ecuacién
del cono, no perdemos generalidad si suponemos que
dicha interseccidn es el eje Y. Esto significa que el plano es de la forma

T

II=0"+((1,0,k),(0,1,0)),

para cierto k > 0. Concretamente, notemos que k = tan-y, donde -y es el dngulo
que forma II con el plano XY. Por lo tanto, un punto estd en II si y soélo si
cumple la ecuacion

z=1+kx

Podemos considerar a II como plano afin euclideo con el producto escalar en
IT inducido desde E por restriccién. Un sistema de referencia ortonormal de I1
es entonces (0'; @, ¥), donde

1 k
0= ,0, , 7=(0,1,0).
(\/k:2+1 \/k2+1> ( )

(v, y,l + kx) = O + VK2 + 1 2d + y7,

Claramente

lo que se interpreta como que las coordenadas en II del punto que en E tiene
coordenadas (z,y, z) son

(2',y") = (VK2 + 1z,y).

Los puntos de la intersecciéon de II con el cono son los que estdn en II y
ademads cumplen la ecuacién

2yt =mPkr+ 0?2 & (1 -m*kH)a® +y? = 2m>kle + m2>
En términos de las coordenadas en II esto equivale a

1 —m?k? /2 /2 2m>kl / 272
—— 2+ Y= ———x +m-l°. 4.5
k2 +1 Y k2 +1 (4:5)
Vamos a probar que esta ecuacién corresponde a una cénica en II. Supon-
gamos en primer lugar que mk # 1, con lo que el coeficiente de 2’2 no es nulo.
Realizamos entonces la traslacion

oy VR TR .

T = 1— m2k2 ° y =y
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con lo que la ecuacion se transforma en
1 —m2k? m
k241 1 —m2k2?
Si mk < 1 todos los coeficientes son positivos, por lo que tenemos una

elipse. Concretamente, dividiendo entre el término independiente, vemos que
Sus semiejes son

2l2
1‘2 + y2 _

mvk2+1 ; b m ;
Qg = —- s = —
1 —m2k? V1I—m2k2 "’
luego
V1 2mk
c= \/a2762:7+m .
1 —m2k2
La excentricidad resulta ser
V1+m2k
6= ——.
vk +1
Si mk > 1 tenemos una hipérbola, y célculos andlogos llevan a expresiones
similares para a, b, ¢ (el inico cambio es que aparece m?k? — 1 donde antes
tenfamos 1 — m?k?) que dan lugar a la misma expresién para e. Por tltimo, si
mk = 1 la ecuacién (4.5) se reduce a

(4.6)

2 _ 2m?l y' = m2l2,
m2+1
y una traslacién en y la reduce a
o 2m2] ,
CVm? 1

que corresponde a una pardbola. Notemos que la férmula (4.6) da e = 1 cuando
k = 1/m, luego es vélida en todos los casos.

Notemos a continuacién que vm2 +1 = Vtan?a+1 = cos™' « e, igual-
mente’ vk2 + 1 = cos™ !+, por lo que (4.6) equivale a

__cosytany  senvwy

cos o cosa

Si llamamos (3 al angulo que II forma con el eje Z se cumple que seny = cos /3,
y asi obtenemos una expresién més simple para la excentricidad:

o= 988 (4.7)

cosa

Asi, la cénica es una elipse (gr. ‘defecto’), una pardbola (gr. ‘comparacién’)
o una hipérbola (gr. ‘exceso’) seginsi f < a, f=a o0 (> a.

Ejercicio: Comprobar que si el plano II es vertical (y no pasa por O) corta al cono
en una hipérbola de excentricidad dada igualmente por (4.7) con 3 = 0.

7Esta relacién surge de dividir entre cos? « la identidad sen? o + cos? o = 1.
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Numeros complejos

Es bien conocido que las raices de una ecuacién polinémica de segundo grado
con coeficientes reales az? + bx + ¢ = 0 vienen dadas por la férmula

—b+ Vb?% — 4ac
r= ——
2a ’

supuesto que el discriminante b> — 4ac tenga raiz cuadrada, esto es, no sea ne-
gativo. Sin embargo, los matematicos renacentistas italianos observaron que
aun en el caso de que el discriminante fuera negativo se podia trabajar con-
sistentemente con unas hipotéticas raices “imaginarias” sin mas que admitir la
existencia de una cantidad i = /—1. M4s concretamente, los algoritmos de
resolucién de ecuaciones cibicas pasaban en determinados casos por solucio-
nes imaginarias de ecuaciones cuadraticas asociadas que después daban lugar a
soluciones reales de la cubica de partida. La teoria de extensiones algebraicas
proporciona un fundamento riguroso de esta introduccién directa de los niimeros
imaginarios a partir de la ecuacién i2 = —1:

5.1 Definicién y propiedades basicas

El polinomio 2% 4 1 no tiene raices reales, y al tener grado 2 es irreducible
en el anillo R[z]. Por lo tanto existe una extensién algebraica de R en la cual
tiene una raiz:

Definicién 5.1 Llamaremos cuerpo de los nimeros complejos C = R[i] a la
adjuncién a R de una raiz i del polinomio z2 + 1.

La teoria de cuerpos nos asegura que C estd univocamente determinado salvo
isomorfismos que fijan a R. El cuerpo C es un espacio vectorial de dimensién
2 sobre R y tiene por base a {1,i}. Por lo tanto todo ntmero complejo z se
expresa de forma tnica como z = a + bi, donde a, b € R. Asi pues, podemos
identificar el niimero complejo a + bi con el par (a,b) € R2.

115
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El nombre de “ntiimeros complejos” hace referencia precisamente a que cada
ntimero complejo z = a + bi estd compuesto o determinado por dos ntiimeros
reales a y b, llamados respectivamente parte real y parte imaginaria de z. Las
representaremos por Re z e Im z.

El adjetivo “imaginario” es herencia de las vacilaciones originales sobre la
naturaleza de los nimeros complejos. En general, los niimeros a + bi con b # 0
se llaman imaginarios (y de aqui viene, por oposicion, el calificativo de niimeros
reales para los nimeros no imaginarios) los niimeros de la forma bi con b # 0 se
llaman imaginarios puros. Al nimero i se le llama unidad imaginaria.

Teniendo en cuenta que i2 = —1 las operaciones en C son
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i, (a+bi)(c+di)= (ac—bd)+ (ad+ bc)i.

Vemos, pues, que la suma de nimeros complejos es la suma usual en R2,
y el producto de un nimero real por un nimero complejo es también el pro-
ducto usual. Queda pendiente interpretar geométricamente el producto de dos
nimeros complejos cualesquiera.

Puesto que 22 +1 = (x+1)(z —1i), la extensién C/R es finita de Galois, luego
tiene exactamente dos R-automorfismos. Uno es la identidad, y el otro envia ¢
a —i. Lo llamaremos conjugacion. Representaremos por z al conjugado de z.
Segun lo dicho,

a+bi=a—bi.

La norma euclidea de R? se corresponde con lo que en la teoria de niimeros
complejos se llama el mddulo de un ntimero complejo z = a + bi, definido como

|2| = Va2 + b2 = vzz.

Observemos que || es la norma de z en el sentido de la teorfa de Galois,
luego el médulo es multiplicativo, es decir, |z123] = |21]|22]-

La relacién |2|? = 2Z nos da una expresién sencilla para el inverso de un
nimero complejo no nulo, a saber,

También conviene notar que |Re z| < |z|, |Im z| < |z|. En efecto, si z = a+bi,
tenemos que |Re z|* = a2 < a® + b% = |2|2, luego |Re z| < |z|, e igualmente con
la parte imaginaria.

Las partes real e imaginaria de un nimero z son las coordenadas cartesianas
de z respecto al sistema de referencia canénico determinado por el 0 y la base
{1,i}. También podemos expresar todo ntimero complejo no nulo en términos
de sus coordenadas polares, es decir,

z = |z|(cosf + isend),

con el argumento 6 determinado médulo 27.
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Retomemos ahora el problema de interpretar el producto de niimeros com-
plejos. Consideremos en primer lugar un niimero complejo de médulo 1, digamos
19 = cos 6 + isend. Consideremos otro nimero complejo x + iy. Entonces

lo(x 4+ iy) = (xcos® —ysen) + (xsen + y cosh)i.
Si lo interpretamos en R? tenemos

cosf senf
—senf cosf

(o) = (o) ) =Gt
donde Gy es el giro de angulo 6 respecto al sistema de referencia canénico. Asi
pues, si expresamos = +yi en coordenadas polares, pj,, acabamos de probar que
Lopy = p/0+0/-

Teniendo en cuenta que el médulo del producto es el producto de los médulos,
ahora es claro que

popy = p - lopy = ppprer = (PP )otor-

Asi pues, el producto de dos niimeros complejos no nulos es el nimero com-
plejo cuyo médulo es el producto de los médulos y cuyo argumento es la suma
de los argumentos.

Ahora es evidente que todo niimero complejo tiene una raiz cuadrada. Con-
cretamente, la raiz cuadrada de py es /p, /2 Vamos a dar una prueba de este
hecho que no dependa de consideraciones geométricas sobre argumentos.

Partamos de un nimero complejo z que podemos suponer imaginario. Sea
z/|z| = a+bi. La bisectriz del 4ngulo formado por 1 y a+ bi pasard por el punto
medio del segmento de extremos 1y a + bi. Este es (a4 1)/2 + bi/2. Tenemos
asi un numero cuyo argumento es la mitad del argumento de z. Ahora hemos
de ajustar su médulo, que es

a+1
2

Dividiéndolo entre este niimero obtenemos un nimero de moédulo 1 y multipli-
cando por 4/|z| obtenemos, segin lo dicho anteriormente, una rafz cuadrada de

z. Esta es
2|z fa+1 b
= -7 . 1
v Va+1< 2 +2Z> (5-1)

Elevando al cuadrado y usando que a® 4+ b? = 1 obtenemos |z|(a+ bi) = z, luego
se trata ciertamente de una raiz cuadrada de z.

5.2 La clausura algebraica de C

El hecho de que todo niimero complejo tenga raices cuadradas se traduce en
que toda ecuacion de segundo grado tiene raices en C. Los algebristas sabian
bien que lo mismo sucede con las ecuaciones de grado tres y cuatro, asi como
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con muchos casos particulares de ecuaciones de grados superiores. Esto sustenté
durante siglos la conjetura de que de hecho toda ecuacién polinémica podia
resolverse en C, sin embargo, la primera prueba tuvo que esperar hasta principios
del siglo XIX. Fue en este periodo cuando Argrand descubrié la representacién
geométrica de los nimeros complejos, aunque fue Gauss el primero en usarla y
difundirla. Gauss descubrié asi mismo la interpretacién geométrica del producto
de ntimeros complejos y en su tesis doctoral probé el que hoy se conoce como
teorema fundamental del dlgebra. La prueba que veremos aqui se basa en la
teoria de Galois y sélo requiere dos hechos concretos sobre nimeros reales y
complejos, ambos ya probados:

A Todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene al menos una
raiz real.

B Todo nimero complejo tiene una raiz cuadrada.

El ultimo ingrediente que necesitamos es un resultado fundamental de la
teoria de grupos finitos:

Teorema de Sylow Sea G un grupo finito, p un niimero primo y n un nimero
natural tal que p™ | |G|. Entonces G tiene un subgrupo de orden p™.

Para comodidad del lector incluimos al final del capitulo un apéndice con
la demostracién del teorema de Sylow. Para probar el teorema fundamental
del algebra conviene reformular A y B en términos de la teoria de cuerpos.
En primer lugar, A equivale a que todo polinomio irreducible en R[z] de grado
mayor que 1 es de grado par. Como toda extension finita de R es simple, su
grado es el grado del polinomio minimo en R[z] de su elemento primitivo, luego

A’ Todas las extensiones propias de R tienen grado par.

Por otro lado B equivale a que toda ecuacién de segundo grado sobre C tiene
raices en C, es decir, que no hay polinomios irreducibles de grado 2 en C[z], asf
pues:

B’ No ezisten extensiones de C de grado 2.

Teorema 5.2 (Teorema fundamental del dlgebra) C es algebraicamente
cerrado.

DEMOSTRACION: Hay que probar que C no tiene extensiones algebraicas
propias. Supongamos que K es una tal extensiéon. Adjuntando a C un elemento
cualquiera de K que no esté en C obtenemos una extension propia y finita de C.
Podemos suponer, pues, que K/C es una extensién finita. También serd finita
la extensién K/R. Existe una extensién finita normal de R que contiene a K.
Por lo tanto podemos suponer que K/R es una extension finita de Galois (de
grado mayor que 1).

Por A sabemos que |K : R| es un ntimero par. Digamos que |K : R| = 2" -m,
conn > 1y m impar.
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Sea G el grupo de Galois de la extensiéon. Como |G| = 2™ - m, el teorema de
Sylow nos da la existencia de un subgrupo H de orden 2". El cuerpo F' fijado
por H cumple |K : F| = 2", luego |F : R| = m. Por A’ resulta que m ha de ser
igual a 1. Asf pues, |K : R| = 2" y, por lo tanto, |K : C| = 2"t Sear =n— 1.
Estamos suponiendo que K es una extensién propia de C, luego r > 1.

Sea ahora L el grupo de Galois de la extensién K/C. Entonces |L| = 2" y, de
nuevo por el teorema de Sylow, L tiene un subgrupo H de orden 2"~!. El cuerpo
fijado por este subgrupo es una extensién de C de grado 2, en contradiccién con
la afirmacién B’. n

Como consecuencia, el conjunto A de los ntimeros complejos algebraicos
sobre Q es algebraicamente cerrado (pues las raices complejas de cualquier poli-
nomio de A[x] serdn elementos algebraicos sobre A, luego sobre Q, luego estaran
en A). Asi pues, A es la clausura algebraica de Q, luego podemos considerar
contenidas en C a todas las extensiones algebraicas de Q. Otra consecuencia es
que C es la clausura algebraica de R, por lo que los polinomios irreducibles en
R[z] tienen todos grado 1 o 2. Esto serd importante en la clasificacién de las
isometrias en R™.

5.3 Construcciones con regla y compas

Veamos cémo la estructura de cuerpo que le hemos dado al plano euclideo
resulta de gran ayuda para estudiar la constructibilidad con regla y compés. Los
antiguos griegos se interesaron especialmente por los problemas geométricos aso-
ciados a figuras que pueden ser trazadas con los instrumentos mas simples: una
regla para trazar rectas y un compas para trazar circunferencias. Con més pre-
cisién, una construccion con regla y compas en sentido estricto no admite que se
tracen rectas o circunferencias aleatorias. Para que una recta se pueda conside-
rar ‘construida’ es necesario tener construidos dos de sus puntos, sobre los que
apoyar la regla; un punto estd construido cuando lo hemos determinado como
interseccién de dos rectas, dos circunferencias, o una recta y una circunferencia;
finalmente, para construir una circunferencia tenemos que tener construido su
centro, sobre el que clavar el compas, y su radio ha de ser la distancia entre dos
puntos construidos, con los que fijar la apertura del compas.

Para aplicar estos criterios necesitamos tener unos datos, por ejemplo, dado
un tridngulo arbitrario (trazado al azar, si se quiere) podemos plantearnos la
construccién de su circunferencia circunscrita. Esto supone tomar como ‘cons-
truidos’ los vértices del tridngulo y a partir de ellos realizar una cadena de
construcciones en el sentido anterior que acaben con el trazado de la circunfe-
rencia buscada.

Es claro que a partir de un tnico punto es imposible realizar construccién
alguna. El menor ntimero de puntos para iniciar una construccién es 2. Una
construccién a partir de dos puntos es una construccién absoluta. Una cons-
truccion que acepte como datos més de dos puntos es una construccién relativa
a los datos. Veamos algunos ejemplos de construcciones elementales:
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Mediatriz de un segmento dado Tomando como datos los extremos de
un segmento AB, para construir su mediatriz procedemos del modo siguiente:
trazamos las circunferencias de centros A y B y radio AB. Estas se cortardn en
dos puntos P y @Q equidistantes de A y B. La recta que pasa por Py Q es la
mediatriz buscada. L]

Perpendicular a una recta Para trazar la perpen-
dicular a una recta por un punto O dado sobre ella se
traza una circunferencia de centro O y cualquier radio
constructible, que cortard a la recta en dos puntos A y
B. La perpendicular buscada es la mediatriz del seg-
mento AB. A

Para obtener la perpendicular a una recta por un
punto exterior P se toma un punto A en la recta y se
traza la circunferencia de centro P y radio A, que cortard
a la recta en otro punto B. La perpendicular buscada es
la mediatriz del segmento AB L]

NN

Paralela a una recta Para trazar la paralela a una recta r por un punto
exterior P se traza la perpendicular a r por P, llamémosla s, y luego la perpen-
dicular a s por P.

Bisectriz de un angulo Para trazar la bisectriz

de un angulo dado se traza una circunferencia con

centro en su vértice y cualquier radio constructible. B,
Esta cortard a los lados en dos puntos A vy B. La

bisectriz buscada es la mediatriz de AB. ]

Division de un segmento Para dividir un
segmento AB en n partes iguales trazamos
cualquier recta constructible que pase por A
y que sea no contenga a B. Con el compds
marcamos n puntos equidistantes A = Ao,
Aq,...,A,. Unimos A, con B y trazamos
paralelas a esta recta que pasen por los pun-
tos A;. Por el teorema de Tales, los cortes de estas rectas con AB dividen el
segmento en partes iguales. u

Consideremos un sistema de referencia ortonormal en
un plano euclideo. Cada punto del plano se corresponde
a través de este sistema con un tinico nimero complejo.
Podemos elegir arbitrariamente los puntos que se corres- —1 0 1
ponden con 0 y 1. Trazamos la recta que contiene a
ambos y la perpendicular a ella por 0. La circunferencia
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de centro 0 y radio 1 corta a estas rectas en los puntos +1 y +¢. Tenemos liber-
tad para decidir quién es ¢ y quién —i. Una vez hecha esta eleccién, cada punto
del plano tiene asignado un tinico niimero complejo. Llamaremos nimeros cons-
tructibles a los niimeros complejos asociados a puntos del plano constructibles
con regla y compds (dnicamente a partir de 0 y 1). Llamaremos € al conjunto
de todos los niimeros complejos constructibles.

Notemos que si un numero real a es constructible, también lo es la circunfe-
rencia de centro 0 y radio a, y ésta corta al eje imaginario en ai, luego también
éste es constructible. En general, si z = a+bi es constructible, entonces también
lo son las rectas que pasan por z perpendiculares a los ejes, luego también los
puntos de interseccién con los ejes, luego los niimeros a y bi son constructi-
bles, luego a y b son constructibles. El reciproco se prueba igualmente. Por
consiguiente tenemos:

Un numero complejo es constructible si y solo si lo son su parte real y su
parte imaginaria.

Ahora podemos probar el resultado bédsico sobre constructibilidad:

Teorema 5.3 FEl conjunto C de los numeros complejos constructibles es un sub-
cuerpo de C.

DEMOSTRACION: Veamos en primer lugar que € NR es un subcuerpo de R.

Sean a,b € CNR. Sib =0, entonces a —b = a € CNR. En otro caso, la
circunferencia de centro a y radio |b| es constructible y corta al eje real en a+b
y a — b, luego a — b € CNR. Esto prueba que € NR es un subgrupo de R.

Ahora supongamos que b # 0 y veamos que
ab™' € €NR, lo que probard que es un sub-

cuerpo. Podemos suponer que a,b > 0. Usando b ai
las construcciones que hemos visto antes es claro z

que todos los puntos marcados en la figura son

constructibles. El teorema de Tales nos da que < T 7

la distancia de z a 1 es ab™ .
Dados z1 y 22 en C, tenemos que sus partes reales e imaginarias son cons-
tructibles, de donde se sigue facilmente, aplicando la parte ya probada, que las
partes reales e imaginarias de z; — 22 ¥ 2125 1 (si z2 # 0) son constructibles,
luego también lo son estos nimeros y el teorema queda probado. m

En particular todos los niimeros racionales son constructibles, pues Q es el
menor cuerpo contenido en C. Es ficil dar una prueba directa de la construc-
tibilidad de los nuimeros racionales. A su vez esto legitima el uso de reglas
graduadas. En principio hemos considerado a una regla como un instrumento
para trazar rectas por dos puntos dados. Ahora sabemos que si marcamos una
graduacién (racional) sobre la regla y la usamos para construir segmentos de
una longitud racional determinada, esto no aumenta nuestra capacidad de cons-
truccion.

Vamos a dar una caracterizacién puramente algebraica de los ntimeros com-
plejos constructibles. Para ello necesitamos un ultimo resultado auxiliar:
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Las raices cuadradas de los nimeros constructibles son constructibles.

Probamos primero que sia € CNR y a > 0, ar
entonces /a € CNR. Sea P el punto medio entre
ai y —i (se obtiene de la bisectriz del segmento). La
circunferencia de centro P que pasa por —i corta al P

eje real en dos puntos +z. La potencia de 0 respecto
a esta circunferencia (en médulo) es por una parte  — 0 T

x2 y por otra parte a, luego x = \/a. \/
La raiz cuadrada de un nimero constructible ar-

bitrario no nulo viene dada por la férmula 5.1 y es

claramente constructible. ]

Teorema 5.4 Un ndmero complejo z es constructible si y sdlo si existe una
cadena de cuerpos
Q=FKchc---CcF,CcC

de modo que |Fji1: Fj| =2y z € F,.

DEMOSTRACION: Si z es constructible podemos considerar la sucesién de
puntos intermedios que se trazan en una construccién de z:

20 =0,21 =1,29,...,2, = %.

Asi, cada z; se construye directamente a partir de los puntos anteriores,
bien como interseccién de dos rectas que pasan por dos de los puntos anteriores,
bien como interseccién de dos circunferencias con centros en dos de los puntos
anteriores y radios iguales a las distancias entre dos puntos anteriores o bien
como interseccion de una recta y una circunferencia en estas mismas condiciones.

Vamos a probar que existe una sucesiéon de cuerpos

Q:KOCch"'CKnCR

tales que | K1 : K| < 2y las partes reales e imaginarias de cada z; estdn en
K. Lo demostramos por induccién. Todo se reduce a probar que si un cuerpo
K contiene las partes reales e imaginarias de los puntos anteriores a z; entonces
las partes real e imaginaria de z; estdn en K o en una extensién cuadratica de
K.

Sea z; = (z,y). Supongamos que z; es la interseccién de dos rectas que pasan
por dos puntos de entre los anteriores, en particular dos puntos con coordenadas
en K. Larecta que pasa por dos puntos (a,b) y (c,d) en K? tiene vector director
U = (¢c—a,d—1), luego esta formada por los puntos (z,y) tales que (z —a,y—0b)
es multiplo de ¥ o, equivalentemente, tales que

r—a y—>b
c—a d-—2»

o

Al desarrollar obtenemos una ecuacién Az + By = C con coeficientes en K.
Tenemos, pues, que z; = (z,y) es la solucién tnica de dos ecuaciones de este
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tipo, y al resolver explicitamente el sistema obtenemos una expresiéon de x e y
en funcion de los coeficientes, que prueba que ambos estan en K.

Supongamos ahora que z; estd en la interseccién de una recta que pasa por
dos puntos de K? y una circunferencia con centro en K2 y radio r igual a la
distancia entre dos puntos de K2. Entonces r? € K, luego tenemos que (z,%)
satisface las ecuaciones

Ax+By = C
224+y’+ar+by+c = 0 }

donde todos los coeficientes estan en K. Uno de los coeficientes A o B ha de
ser no nulo. Al despejar la variable correspondiente en la primera ecuacion y
sustituirla en la segunda obtenemos una ecuacién de segundo grado con coefi-
cientes en K que ha de tener entre sus soluciones una de las coordenadas de zj,
luego ésta se encuentra en una extensién de K(y/a) de K, donde « es el dis-
criminante de la ecuacion, que estd en K. La otra coordenada se despeja de la
primera ecuacién, luego estd también en K (y/a). Claramente |K(y/a) : K| < 2.

Por tltimo suponemos que z; estd en la intersecciéon de dos circunferencias
constructibles a partir de los puntos anteriores. Por el mismo razonamiento de
antes, sus coordenadas cumplen dos ecuaciones de la forma

22+ +ax+by+ec = 0
22+l +rdz+by+cd = 0

con los coeficientes en K. Restando ambas ecuaciones obtenemos la ecuacién
(a—a)yr+b-b)y+c—c =0,

que también es satisfecha por las coordenadas de z; y cuyos coeficientes no
pueden ser todos nulos, o si no las dos circunferencias serfan la misma. En
definitiva tenemos que z; estd también en una recta cuya ecuacién tiene sus
coeficientes en K y este caso se reduce al anterior.

Tenemos, pues, la sucesion K; en las condiciones pedidas. Ahora observamos
que z; € K;(i) y la sucesién

QcCcQi) Cc Ki(i) C--- C Kyu(i)
cumple las condiciones del teorema.

Reciprocamente, si z cumple las condiciones del enunciado, entonces es claro
que Fj; = Fj(,/a; ) para un cierto o; € Fj, y si F; C €, entonces ,/a; € C,
luego Fj+1 C C. Asi pues, z € F,, es constructible. n

Esto nos da una condicién necesaria sencilla para que un nimero complejo
sea constructible. Observar que es muy restrictiva.

Teorema 5.5 Si z es un numero complejo constructible entonces es algebraico
¥ |Q(z) : Q| es potencia de 2.

Esta condicién no es en general necesaria, pero tenemos un reciproco parcial:

Teorema 5.6 Si K es una extension finita de Galois de Q, entonces K C C si
y sdlo si |K : Q| es potencia de 2.
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Ejemplo: El problema deliaco La ciudad de Delos era una de las més
importantes de la Grecia cldsica. Destacaba en ella el templo de Apolo, con
la colosal estatua del dios, ofrenda de Naxos, que los griegos tenian por el mas
excelso de sus santuarios. El ordculo de Delos era uno de los mas reputados,
considerado poco menos que infalible. Cuenta la leyenda que una gran plaga
azoto la ciudad, y sus habitantes consultaron el oraculo, el cual les ordend
duplicar el altar de Apolo. Este tenfa forma cibica, y asi construyeron otro
altar més lujoso con el doble de arista. Como la plaga no arreciaba, volvieron
a consultar el ordculo, que esta vez especificé que debian construir un altar con
el doble de volumen. Si tomamos como unidad la arista del altar original, el
problema consistia en construir un cubo de volumen 2, luego con arista /2. Los
arquitectos de Delos no supieron cémo hacer los calculos y llamaron en su ayuda
a los gedmetras mas famosos. Desde entonces muchos geémetras han trabajado
en el problema. Euclides probé que {/2 es un ndmero irracional, Apolonio,
Her6n, Papos, Huygens, Fermat y Descartes propusieron soluciones, y en 1837
Wantzel probé que /2 no es constructible con regla y compds. Para nosotros
es evidente, pues el cuerpo Q(v/2) tiene grado 3 sobre Q.

5.4 Poligonos regulares

Es especialmente interesante la teoria en torno a la construccién de poligonos
regulares. Para evitar una disgresién sobre poligonos en general daremos una
definicion fuerte.

Definicién 5.7 Diremos que n puntos Pi,..., P,, con n > 3 son los vértices
de un poligono regular (gr. ‘muchos dngulos’) de n lados si estdn conteni-
dos en una circunferencia y los arcos menores P;\Pg, P;Pg, e Pﬁf’l son todos
disjuntos y tienen amplitud 27/n. Los lados del poligono son los segmentos
PPy, P,Ps, ..., P, Py, el poligono con los vértices indicados es la interseccion
de todos los semiplanos respecto a las rectas P, Ps, . .., P,, P que contienen a los
vértices restantes. La circunferencia que contiene a los vértices de un poligono
regular se llama circunferencia circunscrita al poligono (también se dice que el
poligono estd inscrito en la circunferencia). El centro y el radio de la circunfe-
rencia se llaman también centro y radio del poligono.

Es facil probar que fijado un punto en una circunferencia existe un tnico
poligono regular inscrito en ella con un vértice en el punto dado. Los poligonos
regulares de tres lados son simplemente los tridngulos equilateros, los de cuatro
lados son los cuadrados, los siguientes reciben el nombre de pentdgono regular,
hexagono regular, heptagono regular, etc. También es facil ver que dos poligonos
regulares son congruentes si y sélo si tienen el mismo radio y el mismo nimero
de lados.

Fijada una circunferencia w y un punto en ella, podemos tomar como 0 el cen-
tro y como 1 el punto dado, de modo que los vértices del n-agono regular seran
los ntimeros complejos de médulo 1 y argumento 2kw/n, paran =0,...,n — 1.
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Construir dicho poligono es, por definicién, construir estos vértices, pero en rea-
lidad basta construir ¢, = 12/, pues, una vez construido éste, la circunferencia
de centro ¢, que pasa por 1 corta a w en lyr/,, la circunferencia de centro
l4r/n ¥y que pasa por laor,, corta a w en lgy/,, y de este modo se construyen
los vértices restantes.

Asi pues, un poligono regular de n vértices es constructible si y sélo si lo es
el nimero complejo

2r 27
(n = cCcos — +isen —.
n n

Estos nimeros tienen una caracterizaciéon algebraica muy simple. Notemos
que

2km 2km
k_ 1k .
cn = 127T/n = 12kﬂ/n = COs T + 7sen 77
luego los nimeros (¥ para k = 0,...,n — 1 son los vértices del n-agono regular
yn =1
9

e

<
A

En términos algebraicos, (, es una raiz m-sima primitiva de la unidad, el
cuerpo Q(¢,) es el cuerpo ciclotémico n-simo (gr. = ‘que divide el circulo’), que
es una extensién de Galois de grado ¢(n), donde ¢ es la funcién de Euler.! El
teorema 5.6 nos da la caracterizacién siguiente:

<4

Teorema 5.8 Los poligonos regulares de n vértices son constructibles con regla
y compds si y sélo si p(n) es potencia de 2.

Notemos que la constructibilidad de los poligonos regulares de n vértices
equivale a la constructibilidad de los dngulos de amplitud 27 /n. Esto nos lleva
a un interesante resultado:

Lp(n) es en niimero de niimeros naturales menores que n y primos con n.
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Ejemplo: la triseccién del angulo Otro problema clisico es la divisién
de un angulo dado en tres partes iguales. Ahora es facil ver que no existe una
solucién general de este problema pues, por ejemplo, el dngulo de amplitud 27 /6
es constructible, ya que ¢(6) = 2, pero su tercera parte, es decir, el dngulo de
amplitud 27/18 no lo es, ya que ¢(18) = 6.

Ejercicio: Describir las construcciones de los poligonos regulares de 3, 4 y 6 lados.

Vamos a dar una caracterizacién aritmética de cudndo ¢(n) es potencia de 2.
Factoricemos n = 2"0p{* ---p;*, donde py,. .., pr son primos impares distintos.
Entonces ¢(n) = (p1 — 1)pi* ™"+ (b, — 1)p;* ™" y la tinica posibilidad para que
este ntimero sea una potencia de dos es que todos los exponentes sean iguales a
1y que p; — 1 sea potencia de 2 para todo 1.

Definicion 5.9 Los nimeros primos de la forma 2™ + 1 se llaman primos de
Fermat.

En estos términos:

Teorema 5.10 El poligono reqular de n vértices es constructible con regla y
compas si y solo si n es producto de una potencia de 2 y de primos de Fermat
con exponente 1.

Sdlo nos queda estudiar qué ntimeros de la forma 2™ + 1 son primos. Cons-
truyamos una tabla:

| 4]5]6] 7 |89 10 |
| 173365 [ 129 [ 257 | 513 | 1.025 |

n_[1]2]
2"+1[3[5]
Resultan primos los niimeros correspondientes a los valores n = 1,2,4,8, ...

Fermat conjeturé basandose en esto que los primos que hoy llevan su nombre
son exactamente los nimeros de la forma 22" + 1.

3
9

Ciertamente todo primo de Fermat es de esta forma: sea p = 2" + 1 un
primo de Fermat. Tomamos clases médulo p. Entonces el orden de [2] divide
ap—1= 2" luego es potencia de 2. Sea n = 2%v, con v impar. Entonces
22"v = _1 (méd p), luego 22" '* = 1 (méd p). Asi, el orden de [2] divide a
2ut1ly y es potencia de 2, luego de hecho divide a 2“1, Sea, pues d < u+ 1 tal
que [2]2" = [1] pero [2]2"" # 1. Como el cuadrado de esta clase es [1], ha de
ser [2]27" =[=1] y asi 27 + 1] 22" + 1. Puesto que 2%~ < n, necesariamente
M 4+1=22" 4 1yn=270"1

Queda por ver si todo nimero de la forma 22" + 1 es primo. Volvamos a la
tabla y ampliémosla:
n_ o123 | 4 | 5
22" +1|3]5] 17257 | 65.537 | 4.294.967.297 |

Ahora chocamos con un problema computacional. No es facil decidir si los
nimeros que aparecen son primos o no. De hecho el lector ha aceptado en la
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tabla anterior que el niimero 257 es primo, lo que supone probar que no es
divisible entre primos menores o iguales que 13.

Aceptemos este hecho y enfrentémonos al caso mas complejo de determinar
si el nimero 65.537 es 0 no primo. Sabemos que se trata de 22 4 1. Supongamos
que es divisible entre un primo p. Entonces, médulo p se cumple que [2]2* = [—1],
y elevando al cuadrado [2]2” = [1]. Consecuentemente o([2]) | 2°, peroo([2]) t2*
(o serfa [2]2" = [1]). Esto significa que o([2]) = 2°.

Por otra parte o([2]) | p— 1, 0 sea, 2° | p— 1 y por tanto p ha de ser de la
forma p = 32k + 1

La rafz cuadrada de 22 +1 es apenas mayor que 22° = 256, luego si nuestro
nimero no es primo tiene un divisor primo p < 256. Los primeros valores de la
sucesion 32k + 1 son:

33, 65, 97, 129, 161, 193, 225, 257, ...

y los tnicos primos a considerar son 97 y 193 (161 es multiplo de 7). Por lo
tanto, 65.537 serd primo si y sélo si no es divisible entre 97 ni 193. Comprobar
que esto es cierto no supone ninguna dificultad, luego, en efecto, 65.537 es primo.

El siguiente nimero a comprobar es muchisimo mayor. Si aplicamos el mismo
razonamiento concluimos que si 22" + 1 no es primo, entonces tiene un divisor
primo de la forma p = 64k + 1 y p < 65.536. Esto nos deja todavia un gran
numero de candidatos, pero el argumento puede ser refinado como sigue:

Si p = 64k + 1 en particular p = 1 (méd 8), lo que implica que 2 es un resto
cuadratico médulo p, es decir, existe un natural z tal que 2 = 2 (méd p), o
sea, p | 2 — 2, y asi, médulo p, sabemos que [z]P~! = [1], luego [2]P~D/2 = [1].
Por lo tanto o([2]) =64 | (p — 1)/2 y en consecuencia p = 128k + 1.

Atn asi la lista de candidatos es enorme. Los diez primeros son

129, 257, 385, 513, 641, 769, 897, 1.025, 1.153, 1.281, ...

(los primos estdn en negrita).
El primer primo es facil de descartar por su forma, ya que se trata de 28 + 1

y médulo 28 + 1 se cumple [22° + 1] = [28]% + [1] = [-1]* + [1] = [2] # [0].
Respecto al siguiente, las potencias de 2 médulo 641 son las siguientes:
2 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, —129, —258,

125, 250, —141, —282, 77, 154, 308, —25, —50, —100,
—200, —400, —159, —318, 5, 10, 20, 40, 80, 160,
320,  640.

Asi pues, [225 + 1) = [0], es decir, 641 | 22" 41 que no es, por tanto, primo.

Posiblemente asi fue cémo Gauss llegd a descubrir este hecho. Por supuesto
una calculadora nos da mas rapidamente que 22" 41 = 641-6.700.417 (el segundo
factor resulta ser primo).

Hoy en dia no se conoce ningiin otro primo de Fermat distinto de los cinco
que ya hemos encontrado, a saber:

3, 5, 17, 257, 65.537.
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A partir de un poligono de n lados es muy facil construir un poligono de
2n lados (basta bisecar sus dngulos o sus lados), luego sdlo tiene interés la
construccién de poligonos con un nimero impar de lados. A partir de los pri-
mos de Fermat que conocemos sélo puede construirse un nimero finito de tales
poligonos, concretamente 31. Los primeros tienen los siguientes nimeros de

lados:
3, 5, 15, 17, 51, 85, 255, 257,

La construccién de los tres primeros era conocida por los griegos, mientras
que la del heptadecdgono regular fue descubierta por Gauss. Vamos a mostrar
construcciones explicitas de estos cuatro poligonos.

En primer lugar notemos que es muy facil construir un tridngulo equilatero:

Por otro lado, si sabemos construir un pentdgono regular, también sabemos
construir un pentadecagono regular: basta restar de un angulo de amplitud
27 /3 otro de amplitud 27/5 para obtener uno de amplitud 47 /15, y después
bisecar el resultado:

AN

Sélo necesitamos, pues, encontrar una construccién para el pentdgono y el
heptadecdgono regular. La construcciéon del pentdgono es muy simple, y nos
servird de guia para obtener la del heptadecigono.

5.4.1 Construccion del pentagono regular

Sea K = Q((), donde ¢ = 15,5, el cuerpo ciclotémico quinto. Su grado es

4 y su grupo de Galois G es ciclico. Un generador es el automorfismo o que

cumple o(¢) = ¢2. Hay un tinico cuerpo intermedio L, el cuerpo fijado por o2,
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al cual pertenecen los periodos de longitud 2: n; = ¢ + ¢* y 7o = (2 + (3, que
constituyen una Q-base de L.
La conjugacién compleja induce un automorfismo en K de orden 2, luego ha
de ser o2. Por lo tanto ¢* = ¢, de donde 7; = 2Re( = 2cos27/5 > 0.
Teniendo en cuenta que ¢ es una raiz de z* + 3 + 22 + 2 + 1, es inmediato
que 11 + 12 = mn2 = —1, luego n1 y 12 son las raices del polinomio 22 4+ x — 1.

Estas raices son
-1+45 _-1-456
n 2 N 2

(sabemos que n; es la raiz positiva). Asi pues,

Uit 72

2w —-1++5
CcoS — = ———.

5 4

Aunque no lo vamos a necesitar, hemos obtenido que v/5 € L, luego L = Q(\/g )

Una forma rapida de construir el pentdgono es trazar un arco con el compas
apoyado en —1/2 y el otro extremo en —i, hasta cortar el eje real en el punto
A. La distancia de —1/2 a —i es v/5/2, luego A = ;. Después trazamos la
mediatriz del segmento 0A, que pasa por cos 27/5 y cortard al circulo de centro
0 y radio 1 en el punto (:

/ C
/1
—-1/2 A \1
0
N
1
\><
—1

5.4.2 Construccion del heptadecagono regular

Sea ( = lar/15 ¥ K = Q(¢). Ahora el grupo de Galois G tiene orden 16.
Una raiz primitiva médulo 17 es 3, luego el automorfismo o determinado por
o(¢) = ¢3 tiene orden 16 y por lo tanto es un generador de G. El grupo G tiene
tres subgrupos, a saber, <08>, <0’4> y <02>, que por el teorema de Galois se
corresponden con tres cuerpos intermedios: Q C Ly C Ly C Ly C K, de grados
2,4y 8.

Para llegar desde los niimeros racionales hasta ¢ (y obtener una expresién
radical de cos 27/17) hemos de dar cuatro pasos, lo que significa que la expresién
de ( serd demasiado complicada para manejarla con comodidad. En lugar de
eso nos limitaremos a describir ¢ en funcién de su polinomio minimo respecto
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a L3, y los coeficientes de este polinomio en funcién de sus polinomios minimos
en Lo y asi sucesivamente.

En el caso del pentdgono, los nimeros 7; y 72 estaban determinados por que
sabfamos que eran las raices de x2 + x — 1 y porque ademds sabiamos que 7;
era la raiz positiva. Aqui también tendremos que hacer estimaciones de signos
con el mismo fin, para lo cual deberemos tener presente la distribucién de las
raices de la unidad:

¢ 1 ¢

<3

CS
1
C9
<16
glO
<12 <13 <14

Como en el caso del pentdgono, el automorfismo de orden 2, o sea, o es la
conjugacién compleja y asi, ¢ y ¢'6 son conjugados, al igual que ¢2 y (15, etc.
(como muestra la figura).

El cuerpo L3 (fijado por ¢®) contiene a los perfodos de longitud 2, es decir,
a los pares de raices conjugadas:

A1 :€+<165 A2:C2+<15a >\3:<3+€14a )\4 :<4+C137
N =R de = A= A= (4,

y como ((1® =1, es claro que ¢ y ¢'6 son las raices del polinomio 2% — Ay + 1.
En general tenemos que

¢ 'y (' sonlasraicesde x2—\z+1
¢? y (Y% sonlasraicesde 2 — gz +1
¢3 y (' sonlasraicesde 2 — sz +1
¢ty ('3 sonlasraicesde 22— Mz +1
¢5 y (¢'? sonlasraices de x2— sz +1
¢85 y (¢ sonlasraices de x2 — Az +1
"y (19 sonlasraicesde 2 — Az +1
2

¢® y (¢ son las raices de

En realidad para la construccién del heptadecdgono nos interesan mas los
Ar que las raices de la unidad, pues claramente A\, = 2Re(* = 2cos2kn/17.
De aquf se sigue claramente (ver la figura anterior) que

AM > > A3 > >0> X5 > Xg > Ay > s
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Una vez construido un Ay, basta dividirlo entre 2 y levantar la perpendicular
para obtener (¥ y su conjugado como las intersecciones de dicha recta y la
circunferencia unidad. Para construir los Ay vamos a expresarlos en funcién del
cuerpo Lo, que es el cuerpo fijado por o* y que, por tanto, tiene por base a los
periodos de longitud 4:

G=C+C0+C 0 H=C++C+ O,
G=CH M+ L=+ T+

(Si aplicamos a ¢ las potencias de o* obtenemos ¢, ¢!, ¢* y (13, por lo que
o* permuta los sumandos de &7, que es, por lo tanto, invariante).
Es obvio que

=M+ M, L=X+X E=A3+XA, &=+ A

Por otro lado

Mod o= CHONCHT) =C+M+C P =g
Asds = (CHNE+) ="+ +C+ =4
A3-ds = (CHMMEC+M)=C++C+0 =6
A6 - A7 A+ +M) =P+ C+ =4

de donde se desprende que

AV A4 son las raices de 2% — &1z + &3
X2 v Mg son las raices de 2% — &z + &,
A3 v A5 son las raices de 2% — &z + &
M ¥ A7 sonlasraices de z? — &+ &
Finalmente, L; es el cuerpo fijado por o2, y su base son los periodos de
longitud 8:
mo= <+<9+C13+C15+416+C8+C4+<2
Ny = <3+C10+<5+C11+C14+C7+<12+<6°
Un simple céalculo nos da n; + 12 = —1, mne = —4, luego son las raices del

polinomio 2 + = — 4.
Por otro lado se comprueba que &1 y & son las raices de 22 —n;z— 1, mientras
que &3 y & son las raices de 22 — nox — 1.

Estos datos nos permiten ascender gradualmente hasta construir . Para
agilizar la construcciéon nos valdremos de un truco.

Consideremos el dngulo 6 que cumple 0 < 40 < 7/2 y tan46 = 4.

Las raices del polinomio #?+x—4 son 2 tan 20 y —2/tan 26, pues su producto
es —4 y su suma vale

2 tan? 260 — 1 4
2tan 260 — =2 = - _
o tan 26 ( tan 20 ) tan 46
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(por la férmula de la tangente del dngulo doble).
Por otra parte sabemos que las raices son 77 y 72, luego

m =2tan20 y 1 = —2tan260,

(hay que comprobar que 77 > 0, pero eso se sigue de que

2 21 21 21
m=M+X+M+As=2 <cos 17 + cos (21—7> ~+ cos (41—7> + cos (81—7>)

y los tres primeros sumandos son positivos, més aun, los dos primeros suman
més de 1, luego compensan al tltimo.)

Las raices de #2 — 2 — 1 son tan(f +7/4) y tan(f — 7 /4), pues su producto
es —1 (los dngulos se diferencian en /2, luego la tangente de uno es la inversa
de la tangente del otro, y ademds tienen signos opuestos) y su suma es

tan(&—kz)—i-tan(g—z) B tan0+1+tan0—1
4 4 ~ 1—tanf 1+tan6
4tan6
1 —tan?6 an n

Por lo tanto & = tan(6 +7/4) y & = tan(6 — w/4) (pues & = A1 + Ay > 0).
Con el mismo razonamiento se concluye que £3 = tanf y & = —cotf. Ya
tenemos suficiente para realizar la construccion:

Consideramos los puntos A = 1 y B = i. Dividimos el segmento OB en
cuatro partes, con lo que obtenemos el punto I = (1/4)i. El dngulo 6]71, tiene
tangente 4, luego es 46. Lo bisecamos dos veces y obtenemos 6 igual al angulo
OIE (figura 5.1).

[a=)

2

Figura 5.1: Construccién de 6.
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SaV \
/FOE\\ c T

Figura 5.2: Construccién de C.

Ahora construimos un punto F' de modo que el dngulo FIE sea igual a 7/4,
con lo que el dngulo OIF es igual a 7/2 — ¢. Llamamos C' al punto medio de
AF (figura 5.2).

__Segtin nuestros célculos ' = £3/4 , F' = —{3/4 y la distancia de A a F es
AF = (4—¢&2)/4. Por lo tanto la distancia de F' a C' (que es igual a la distancia
de C a A) es (4 — &)/8. Consecuentemente
— 4—8 & H+4
C=0C=—"+>=>"-—.
8 + 4 8

Trazamos el circulo de centro C' y radio AC, que cortard al eje imaginario en
un punto K. Por el teorema de Pitagoras

V=&
2 )

K = OK=\OK®-0C" = \/o&* — 00" -

V& — 4o
=

EK - \JOK +0F -

A continuacién trazamos el circulo de centro FE y y radio EK, que cortan al
eje horizontal en los puntos N5 y N3. Entonces

S 2_¢
N3=E+EKZWZ%,

pues A3 es la rafz positiva del polinomio 2 — &3z +&;. Asf pues, N3 = cos 67/17.
Por otra parte,

826 & -G+ VE-4 X

N3 =ENs ~E=EK - E=>—2% - > 5 =-3
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=
oE

N /FOE\\ a

Figura 5.3: Construccién de ¢ y ¢°.

luego N5 = cos 107 /17.
Levantando perpendiculares por N3 y N5 y trazando el circulo de centro 0
y radio 1 obtenemos (53 y (5 (figura 5.3).

Para acabar, bisecamos el dngulo @ con lo que obtenemos (4 y, uniendo
(3 con (4 obtenemos el lado del heptadecdgono regular (figura 5.4).

5.5 Geometria discontinua

Aunque en la definicién de espacio afin euclideo hemos exigido que el cuerpo
base sea R, es claro que todos los resultados en torno a ellos son validos si
trabajamos con cualquier subcuerpo K de R en el que todo nimero positivo
tenga una raiz cuadrada (para definir la norma). Un ejemplo es tomar como
K el cuerpo de los niimeros reales constructibles. Asi K3 verifica todos los
axiomas de la geometria euclidea salvo el axioma de constructibilidad. Puesto
que € es isomorfo a K2 como espacio vectorial, los planos euclideos sobre K son
identificables con €. Las propiedades sobre circunferencias que hemos probado
con el axioma D siguen siendo validas, asi como la propiedad de Arquimedes;
en cambio el comportamiento de los dngulos es peculiar, pues en K2 no hay
heptdgonos regulares, ni se puede trisecar un angulo arbitrario.

Una geometria euclidea discontinua menos atipica es la que se obtiene al
tomar como K el cuerpo de los nimeros reales algebraicos, de modo que los
planos se pueden identificar con la clausura algebraica de Q. De nuevo K?2
satisface todos los axiomas excepto el axioma D pero ahora existen poligonos
regulares de cualquier niimero de lados (pues los nimeros 15 /,, son algebraicos).

Ejercicio: Probar que un nimero complejo a + bi es algebraico sobre Q si y sélo si lo
son ay b.
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%

Figura 5.4: Construccién del heptadeciagono regular
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Esto muestra que los resultados esenciales de la geometria no dependen del
axioma D, sino que éste puede sustituirse por requisitos especificos mas débiles.

5.6 Apéndice: El teorema de Sylow

Probamos aqui el teorema de Sylow que hemos usado en la demostracion del
teorema fundamental del dlgebra. Emplearemos un argumento inductivo que se
apoyara en el hecho siguiente:

Si G es un grupo abeliano finito y p un numero primo tal que p ’ |G|, entonces
G tiene un elemento de orden p.

Esto es cierto porque todo grupo abeliano finito es producto directo de
grupos ciclicos, uno de los cuales debe tener orden multiplo de p, y en un
grupo ciclico hay elementos de todos los 6rdenes posibles (divisores del orden
del grupo).

Si G es un grupo finito, en G tenemos definida la relacién de conjugacion,
segun la cual dos elementos z, y € G son conjugados si existe un g € G tal que
y =g 'zg = z9. Se trata de una relacién de equivalencia. La clase de equiva-
lencia de un elemento x se llama clase de conjugacion de x, y la representaremos
por cl(z).

Necesitamos calcular el cardinal de cl(z). Para ello definimos el centralizador
de z en G como el conjunto

Co(z) ={9€G|a? =a} ={g€G|xg =gz},

que claramente es un subgrupo de G. Tenemos el teorema siguiente:

Teorema 1 Sea G un grupo finito y x € G. Entonces |cl(z)| = |G : Ca(z)|.

le =xhg !, siy

DEMOSTRACION: Observamos que 29 = z” si y sélo si hg™
sélo si hg~! € Cg(w), siy sdlo si Cg(x)h = Cq(z)g.

El subgrupo Cg(z) no tiene por qué ser un subgrupo normal, luego no po-
demos hablar de grupo cociente, pero si del conjunto G/Cg(x) de las clases de
equivalencia Cg(z)g para la relacién de la congruencia por la derecha médulo

Ca(x).
Lo que hemos obtenido es que la aplicacién f : G/Cq(x) — cl(z) definida
por f(Ca(z)g)= a9 es biyectiva. "

En particular, un & € G cumplird cl(z) = {z} si y sélo si Cg(z) = G, es
decir, si y sélo si gr = zg para todo g € G, si x conmuta con todo elemento de
G. Definimos el centro de G como el subgrupo

Z(G) ={z € G| gr = zg para todo g € G}.

Asi, Z(G) estd formado por los elementos cuya clase de conjugacién tiene
cardinal 1, por los elementos que conmutan con todos los elementos de G. En
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particular los elementos de Z(G) conmutan entre si, es decir, Z(G) es un grupo
abeliano. También es claro que Z(G) es normal en G.

Dado un grupo finito G, sabemos que tiene |Z(G)| clases de conjugacién
con un elemento y, digamos, n clases con més de un elemento. Sean x1,..., T,
representantes de estas clases. El orden de G es la suma de los érdenes de sus
clases de conjugacion, luego teniendo en cuenta el teorema 1 concluimos:

Teorema 2 (ecuacién de clases) Si G es un grupo finito, existen elementos
X1, .., Ty € G tales que Ca(x;) < Gy

Gl =12(O)| +Y_1G : Ca(x)l.

=1

Con esto tenemos suficiente para probar la parte principal del teorema de
Sylow. Conviene dar la definicién siguiente:

Definicién Sea G un grupo finito y p un ndmero primo. Sea |G| = p™ - m,
con (p,m) =1 (quizé con n = 0). Un subgrupo H de G de orden p" se llama
p-subgrupo de Sylow de G.

Teorema 3 Si G es un grupo finito y p un numero primo, entonces G tiene
un p-subgrupo de Sylow.

DEMOSTRACION: Por induccién sobre el orden de G. Si G tiene orden 1
es obvio. Supongamos que todos los grupos de orden menor que |G| tienen
p-subgrupos de Sylow y demostremos que G también los tiene.

Si p t |G|, entonces el subgrupo trivial es un p-subgrupo de Sylow de G.
Supongamos, pues, que p ’ |G|. Sea |G| = p™ - m, con (p,m)=1.

Distinguimos dos casos:
Caso 1 Existe un subgrupo H < G tal que pt|G : H|.

Entonces p™ | |H| y por hipétesis de induccién H tiene un p-subgrupo de
Sylow P de orden p”, y asi, P es también un p-subgrupo de Sylow de G.

CAaso 2 Para todo subgrupo H < G, se cumple que p | |G : H|.

Entonces la ecuacién de clases nos da que p | |Z(G)|. Como se trata de un
grupo abeliano, tiene un elemento de orden p o, lo que es lo mismo, tiene un
subgrupo H < Z(G) de orden p. Como los elementos de H conmutan con todos
los elementos de G, es evidente que HY = H para todo g € G, o sea, H es
normal en G.

Se cumple que |G/H| = p™~! - m y tiene un subgrupo de Sylow P/H que
cumplird |P/H| = p"~!, luego |P| = p", es decir, P es un subgrupo de Sylow
de G. n

n—1

Ahora falta probar que todo grupo de orden potencia de primo tiene sub-
grupos de todos los 6rdenes posibles, lo que concluira la prueba del teorema de
Sylow. Los grupos de orden p™ se llaman p-grupos. El teorema siguiente basta:
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Teorema 4 Sip es un primo, todo p-grupo no trivial tiene un subgrupo de
indice p.

DEMOSTRACION: Sea P un p-grupo. Lo probaremos por induccién sobre el
orden de P. Si |P| = p el subgrupo trivial tiene indice p. Supongamos que los
p-grupos de orden menor que |P| tienen subgrupos de indice p.

Si P es abeliano, entonces P es producto de grupos ciclicos. Los grupos
ciclicos tienen subgrupos de todos los érdenes posibles, luego podemos tomar
un subgrupo de indice p en uno cualquiera de los factores. El producto de este
subgrupo por los factores restantes es un subgrupo de indice p en P.

Supongamos que P no es abeliano. Entonces Z(P) < P. De nuevo la
ecuacién de clases nos da que p | Z(P), luego Z(P) # 1. Como |P/Z(P)| < |P|
y es un p-grupo no trivial, por hipétesis de induccién tenemos que existe un
grupo H/Z(P) < P/Z(P) de indice p, luego |P : H| = p. .

Conviene observar que hemos demostrado lo siguiente:

Teorema 5 Sip es un primo y P es un p-grupo no trivial, entonces Z(P) # 1.

De aqui se sigue, por ejemplo:

Teorema 6 Todo p-grupo es resoluble.

DEMOSTRACION: Sea P un p-grupo no trivial. Por induccién sobre |P|. Si
P es abeliano es resoluble. Si no es abeliano, entonces P/Z(P) es un p-grupo
no trivial y de orden menor. Por hipétesis de induccién P/Z(P) es resoluble y
Z(P) es abeliano, luego resoluble. De aqui se sigue que P es resoluble. L]



Capitulo VI

Biyecciones afines

La geometria sintética suele ser la mas indicada para tratar problemas “lo-
cales” | en torno a figuras que involucran pocos puntos y rectas, mientras que la
geometria analitica resulta mas apta, por no decir imprescindible, para cuestio-
nes “globales”, como son las relacionadas con las transformaciones del espacio
en si mismo. Dedicamos este capitulo a profundizar en las propiedades de es-
tas transformaciones. Conviene distinguir siempre entre los resultados afines,
validos en todo espacio afin, de los genuinamente euclideos, pues la geometria
afin es una herramienta algebraica susceptible de ser aplicada al estudio de cuer-
pos arbitrarios, mientras que la estructura euclidea es muy particular, valida
para espacios reales y solo parcialmente generalizable a espacios sobre el cuerpo
de los ntimeros complejos.

6.1 El grupo afin y el grupo lineal

Definiciéon 6.1 Dado un espacio vectorial V sobre un cuerpo K, llamaremos
grupo lineal de V', representado por GL(V'), al conjunto de todos los automorfis-
mos de V', es decir, el conjunto de todas las aplicaciones lineales biyectivas de V'
en si mismo, que es un grupo con la composicion de aplicaciones. Claramente,
si V tiene dimensién n, entonces GL(V') es isomorfo al grupo GL(n, K) de las
matrices inversibles n X n con coeficientes en K.

Dado un espacio afin E, llamaremos grupo afin de E al grupo GA(E) for-
mado por las biyecciones afines de E en si mismo, también con la composicién
de aplicaciones.

Recordemos del capitulo IV que una afinidad f € GA(E) es una aplicacién
que actia sobre cada punto P en la forma

f(P) = £(0) + f(OP),

donde f € GL(E) y O es un punto de E. Alli probamos que una afinidad admite
una expresion de esta forma para cualquier punto O prefijado y siempre con la
misma aplicacién f.

139
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Es inmediato comprobar que la aplicacién

GA(E) — GLQE)
f - f

es un epimorfismo de grupos. Su nicleo esta formado por las aplicaciones de la

forma
T e

— —
f(P)=f(O)+OP =P+ Pf(O)+OP =P+ 0f(0),
donde Of(O) es un vector arbitrario de V. Asi pues, el niicleo del epimorfismo

anterior es el grupo T(E) de las traslaciones de E, esto es, el grupo formado
por las afinidades T dadas por Ty(P) = P + 4.

Asf pues, tenemos que GA(E)/T(E) = GL(V). Por otro lado, es obvio que
la aplicacién @ — Ty es un isomorfismo E = T(E). Diremos que dos conjuntos
son trasladados si uno es la imagen del otro por una traslacion.

También podemos sumergir GL(E) en GA(E). Dado un punto O € E, el
conjunto GAp(E) formado por los elementos f € GA(E) tales que f(O) = O
es claramente un subgrupo de GA(E) isomorfo a GL(E). Concretamente, cada
fe GL(E) se corresponde con la afinidad fo dada por

fo(P) =0+ f(OP).

El isomorfismo inverso es simplemente f — f.
Fijado O, toda biyeccién afin f se expresa como

- - —_—

£(P) = f(O) + F(OP) = O + f(OP) + Of(0) = fo(P) + Of(0),

0 sea, como composicién de fo € GAo(E) con la traslacién de direccién O f(O).
Esto significa que GA(E) = GAp(E)T(E). Por otro lado es claro que las
traslaciones no tienen puntos fijos, luego GAp(E) N T(E) = 1.

En términos de la teorfa de grupos esto se interpreta como que GA(F) es
isomorfo al producto semidirecto GL(E)[E].

Si una afinidad tiene un punto fijo O, entonces su expresion respecto a
un sistema de referencia con origen O es particularmente simple, por ello es
interesante el teorema siguiente, que describe el conjunto de puntos fijos de una
afinidad y en un caso particular garantiza incluso su existencia:

Teorema 6.2 Sea f: E — E una afinidad en un espacio afin E. Entonces

- =

1. El conjunto I(f) de puntos fijos (o invariantes) de f es un subespacio
vectorial de E.

2. Si f tiene un punto fijo O, entonces el conjunto I(f) de puntos fijos de f

- =

es la variedad lineal O + 1(f).

= =

3. SiI(f) =0, entonces f tiene un iUnico punto fijo.
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DEMOSTRACION: 1 es evidente. En 2 es claro que todos los puntos de

- =

O + I(f) son puntos fijos de f. Reciprocamente, si f(P) = P entonces P =
—

-, =

O+ f(OP), luego f(OP) = OP y por lo tanto OP € I(f).
Veamos 3. Sea O un origen arbitrario. Estamos buscando un punto P tal
iy — LT 5
que P = f(O) + f(OP) =0+ Of(0) + f(OP), es decir, tal que

- — -

OP — f(OP) = Of(0).

La aplicacién 1— f (donde 1 representa a la identidad) es lineal y por hipétesis su
nucleo es 0, luego es inyectiva, y por consiguiente suprayectiva, luego ciertamente
existe un vector OP tal que (1— ]?)(0—15) = Of(0), como querifamos probar. La
unicidad del punto fijo se sigue del apartado anterior. m

6.2 Homotecias

Las homotecias son una familia importante de aplicaciones afines, pues con-
tienen esencialmente el concepto de semejanza de figuras, que hasta ahora hemos
estudiado tnicamente para el caso de los tridngulos. Comenzamos definiéndolas
algebraicamente y después las caracterizaremos geométricamente.

Definicion 6.3 Sea E un espacio afin sobre un cuerpo K. La homotecia de
centro O € FE yrazén k € K* = K\ {0} es la aplicacién H(O, k) € GA(E) dada
por
—
H(O,k)(P)=0+kOP.

Llamaremos H(O, E) al grupo de todas las homotecias de centro O en E. Dos
conjuntos son homotéticos (gr. ‘con el mismo aspecto’) si uno es la imagen del
otro por una homotecia.

Es inmediato comprobar que la aplicacién k — H(O, K) es un isomorfismo
K*~H(O,E).

Las homotecias se pueden caracterizar por sus aplicaciones lineales asociadas.
Llamaremos homotecia lineal de razén k € K* en un espacio vectorial V sobre

un cuerpo K a la aplicacién dada por f(¢) = k¥. Claramente las homotecias
lineales forman un grupo H(V) isomorfo a K*.

Teorema 6.4 Una afinidad f de un espacio afin E en si mismo es una homo-
tecia de razon k # 1 si y sélo si f es una homotecia lineal de razon k.

DEMOSTRACION: Si f = H(O, k), entonces f(P) = O+ f(OP) = O+kOP,
i — — . =
luego f(OP) = kOP para todo vector OP de E, es decir, f es la homotecia
lineal de razén k.

INotar que esta relacién es reflexiva y simétrica, pero enseguida veremos que no es transi-
tiva.
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_Reciprocamente, si f es la homotecia de razén k # 1, entonces es claro que
I(f) = O, luego por 6.2 sabemos que f tiene un punto fijo O. Entonces es claro
que f = H(O,k). .

Observar que la tinica homotecia de razén 1 es la identidad. Ahora es claro
que la composicién de dos homotecias de centros distintos no es necesariamente
una homotecia. Concretamente, la composicién de una homotecia de razon k
con otra de razén 1/k da lugar a una afinidad con f = 1, pero si los centros
no son el mismo es fécil ver que f # 1, y entonces f es una traslacién. Pronto
veremos que la composiciéon de dos homotecias es siempre una homotecia o una
traslacién. Antes necesitamos algunos conceptos auxiliares:

Definiciéon 6.5 Diremos que dos variedades lineales L y M de un espacio afin
FE son suplementariassi E = L& M.

Notemos que si L y M son suplementarias entonces existe un punto O tal
que LN M = {O}. En efecto, dado P € L'y Q € M, entonces P—Q) = U+ W,
donde 7 € Ly @ € M, luego O = P+ = Q — @ cumple O € LN M. Si
O’ € LN M, entonces 00’ ¢ EQM:Q luego O = O'.

Dadas dos variedades lineales suplementarias L y M en un espacio afin F,
todo punto de E se expresa de forma tnica como O+ 7+, donde LNM = {0},
vel yuw e M. Llamaremos proyeccion de E en L paralela a M a la aplicacién
p: E — L dada por p(O + 0+ @) = O + v.

Alternativamente, p(P) es el tnico punto de interseccién entre las variedades
suplementarias L y P + M. También es claro que p es una afinidad, pues

p(P) = O + H(OP),

donde p’es la proyeccion de L & M sobre L.

Ahora estamos en condiciones de probar una version general del teorema de
Tales. Podria pensarse que el teorema de Tales es genuinamente euclideo, por
lo que no puede enunciarse en espacios afines. No es asi, y ello se debe a la
observacidn siguiente: si P, @), Ry S son cuatro puntos colineales en un espacio

— —

afin sobre un cuerpo K y P # @, entonces RS = a P(@), para un unico o € K.
Por lo tanto podemos definir

—

RS

N

PQ
Notar que esta definicién generaliza a la que dimos en el capitulo III antes del
teorema de Ceva. En un espacio afin no podemos comparar vectores que no
correspondan a puntos colineales,? pero para formular el teorema de Tales no
necesitamos mas.

2Podriamos haber definido més en general la razén entre dos vectores con la misma di-
reccién, aunque los puntos que los definen no sean colineales, pero esto ya no seria un invariante
afin (las afinidades no lo conservan) mientras que sobre puntos colineales si lo es, como es fécil
comprobar.
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Teorema 6.6 (Teorema de Tales) Sean L, M, N tres hiperplanos paralelos
en un espacio afin E. Sir es cualquier recta no paralela a estos hiperplanos,
entonces la razon

—

PQ

—, donde rNL={P}, rnM={Q}, rnN={R},

PR

es independiente de r.

R/

DEMOSTRACION: Sea W el espacio director de los tres hiperplanos. Sea r’
otra recta no paralela a L, M, N que los corte en los puntos P’, @', R’. Sea
p : E — 1’ la proyeccién paralela a W. Entonces es claro que p(P) = P/,

—_— — —_ —

p(Q) = @, p(R) = R'. Por lo tanto PR’ = p(PR) y P'Q" = p(PQ). Si se
— — —— e

cumple PQ = a PR, aplicando p obtenemos P'Q’ = o« P'R’. ]

Como consecuencia obtenemos:

Teorema 6.7 Sean P, QQ, P’, Q' puntos distintos de un espacio afin tales que
las rectas PQ y P'Q’ sean paralelas.

1. Silas rectas PP’ y QQ' son paralelas, entonces Q' = T3(Q), con v = PP’.

2. Silas rectas PP' y QQ' se cortan en O, entonces Q' = H(O,k)(Q), donde
B
k=OP |OP.

@) o

Ql

Q

[P [P’ o |[p [P

DEMOSTRACION: 1) Hemos de probar que Q' = Q+ PP’. Para ello notamos
—
que @ + PP’ estd en la recta QQ’ y por otro lado

Q+PP =P+ PQ+PP =P +PQ

esté en la recta P’'Q)’, luego se trata del punto de corte entre ambas, ', como
querfamos probar.
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— —_—  — —_—  —

2) Hemos de probar que @' = O + kOQ, o sea, OQ'/OQ = OP'/OP,
pero esto es consecuencia inmediata del teorema de Tales (aplicado al plano que
contiene las rectas consideradas y teniendo en cuenta ademds la recta paralela
a PQ que pasa por O). "

Esto nos lleva a la caracterizaciéon geométrica de las homotecias que habiamos
anunciado:

Teorema 6.8 Sea E un espacio afin de dimension mayor o igual que 2. FEl
conjunto de las biyecciones de E en si mismo que transforman cada recta en una
recta paralela (o igual) es el subgrupo de GA(E) formado por las homotecias y
las traslaciones de E. Lo representaremos por HT(FE).

DEMOSTRACION: Las biyecciones indicadas forman obviamente un grupo.
Es fécil ver que contiene a las homotecias y a las traslaciones. Por ejemplo, si
f=H(O,k)y r =P+ (U) es una recta, la imagen de un punto @ = P + AU
— — — — — .
es O+ k0OQ, pero kOQ =kOP +k PQ =kOP + Ak, v, luego concluimos que
—
flr] = (O + k OP) + (¥), que es una recta paralela a r.

Veamos que cualquier elemento f del grupo es una homotecia o una tras-
lacién. Distinguimos varios casos.

Si f tiene dos puntos fijos, Q@ y @', entonces, dado cualquier punto P que
no esté en la recta QQ’, tenemos que f[PQ] es una recta paralela o igual a PQ
que contiene a P, luego es PQ. Igualmente f[PQ’] = PQ'. Como P es el tinico
punto en comun entre PQ y PQ’, necesariamente f(P) = P. Asi pues, f fija
a todos los puntos fuera de la recta QQ’. Si R estd en la recta QQ’ y P es un
punto exterior a esta recta, entonces todos los puntos de PR salvo quizd R son
fijados, luego R también. Por consiguiente f es la identidad.

Si f tiene un unico punto fijo O, tomemos un punto cualquiera P # O. Sea
P’ = f(P), que es un punto distinto de O y P y colineal con ellos. Si Q es
cualquier punto exterior a la recta OP, entonces @ = f(Q) cumple que las
rectas QQ' y PP’ se cortan en O y las rectas PQ y P'Q’ son paralelas. Por
el teorema anterior f(Q) = H(O,k)(Q), donde k = O—P;/O—fD Esto vale en
principio para todo @ fuera de la recta OP, pero razonando con otro punto P
fuera de esta recta, también vale para ella.

Si f no tiene puntos fijos, consideremos un punto cualquiera P y su imagen
P’ = f(P). Para cualquier punto @ exterior a la recta PP’ el punto Q' = f(Q)
cumple que PQ es paralela a P'Q’. Ademds PP’ es paralela a QQ’, pues si
ambas rectas tuvieran un punto en comun, éste seria un punto fijo de f. Por
el teorema anterior f(Q) = T3(Q), donde ¥ = PP’. En principio esto vale para
todo punto @ fuera de la recta PP’, pero partiendo de otra recta, también vale
para ella. L]

Ejercicio: Probar que los grupos H(O,E) y H(O',E) son conjugados en HT(FE)
—
mediante la traslacién de vector OO’.

Veamos ahora una consecuencia muy importante del teorema de Tales:
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Teorema 6.9 (Teorema de Desargues) En un espacio afin, sean ABC Y
ABC" dos tridngulos con A # A’', B # B', C # C' y tales que las rectas
AB, AC, BC sean paralelas (o iguales) respectivamente a A'B’, A’C' y B'C".
Entonces las rectas AA’, BB’ y CC’ son paralelas o concurrentes.
A/
A A’ A

B/

DEMOSTRACION: Notar que no se exige que los tridngulos estén contenidos
en el mismo plano. Basta probar que si dos de las tres rectas AA’, BB', CC’
se cortan en un punto, la tercera pasa por dicho punto (si dos de las rectas
coinciden el teorema se cumple trivialmente, las tres rectas no pueden coincidir).
Supongamos que AA’ y CC’ concurren en O. Si A = O las rectas AC' y A'C’
no serian paralelas. En general, O ha de ser distinto de los seis vértices. Por

—_— —_— —
el teorema de Tales OA/OA’ = OC/AC" = k. Como A # A’ ha de ser k # 1.
Sea f = H(O,k) y B" = f(B). Por el teorema 6.7 tenemos que B” estd en la
paralela a AB que pasa por A’, es decir, en A’B’, y por el mismo motivo estd
en B’C’, luego ha de ser B” = B’. Esto prueba que O, B y B’ estén alineados
(de hecho los tridngulos son homotéticos). L]

Ejercicio: Refinar el teorema anterior (analizando los casos que no ha hecho falta
analizar) para concluir que bajo las hipdtesis del teorema de Desargues los tridngulos
son trasladados u homotéticos.

El teorema de Desargues es equivalente a su reciproco, por lo que también
éste es conocido como teorema de Desargues:

Teorema 6.10 (Teorema de Desargues) En un espacio afin, sean ABC Yy
ABC dos tridngulos con A # A', B # B', C' # C' y tales que las rectas AA’,
BB’ y CC' sean paralelas (o iguales) o concurrentes en un punto O distinto de
todos los vértices. Si los triangulos tienen dos pares de lados paralelos, también
el tercer par lo es.

DEMOSTRACION: Supongamos que AB es paralela a A’B’ v que AC es
paralela a A’C’. No puede ser que ambos pares de rectas sean coincidentes (o
serfa A = A’) supongamos que las rectas AB y A’B’ son distintas y sea B" el
punto de corte entre A’B’ y la recta paralela a BC por C’. Entonces B # B’
y podemos aplicar el teorema anterior para concluir que las rectas AA’, BB”,
CC' son paralelas o concurrentes, lo que conjuntamente con la hipétesis implica
que BB” = BB’, luego B’ = B”, pues ambos son el punto de corte de BB" con
A'B. n
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6.3 El teorema fundamental de la geometria afin

Vamos a probar un teorema que muestra claramente el papel exacto que
juegan las biyecciones afines en el marco de la geometria afin, al menos en el
caso de espacios reales. Se trata del siguiente:

Teorema 6.11 (Teorema fundamental de la geometria afin) Si F y E’
son dos espacios afines reales de la misma dimensionn > 2y f: E — E' es
una biyeccion que transforma puntos colineales en puntos colineales, entonces f
es una biyeccion afin.

Asi pues, toda aplicaciéon que conserve la colinealidad conserva de hecho
todas las propiedades afines, es decir, todas las propiedades que se conservan
por biyecciones afines. En el capitulo siguiente interpretaremos este hecho mos-
trando que toda la geometria afin puede construirse a partir del mero concepto
de colinealidad.

DEMOSTRACION: Dividiremos la prueba en varios pasos.

1. Si A ={Py,...,Pn} es un conjunto de puntos de E afinmente indepen-
dientes, entonces f[{A)] C (f[A]).

Lo probamos por induccién sobre m. Para m = 1 se trata de la hipétesis.
Supongédmoslo cierto para conjuntos con m puntos y tomemos P € (A).
Usando coordenadas baricéntricas tenemos

P=XgPo+ -+ XuPpn, coni+---+A\,=1.

Puesto que m > 1 hay al menos un A\; # 1. Supongamos por ejemplo que
se trata de \,,. Entonces

P=(1-X\n)P + AP,
donde

1
P = T (/\OPO _|_..._|_/\m_1Pm_1) e <P0,---7Pm—1> .

Entonces f(P) esta en la recta f(P')f(Pn) vy f(P') estd en la variedad
(f(Py), ..., f(Pyn-1)) por hipStesis de induccién. Asi pues, f(P) € (f[A]).

2. Las imagenes por f de m + 1 puntos afinmente independientes son afin-
mente independientes

Podemos completar el conjunto hasta un sistema de referencia afin y su-
poner, por lo tanto, que m = n. Si A es un conjunto de n + 1 puntos
afinmente independientes, por el apartado anterior E' = f[(A4)] C (f[A]),
luego los puntos de f[A] han de ser independientes.

3. f transforma cada recta PQ en la recta f(P)f(Q).

La hipétesis del teorema nos da una inclusién. Sea R’ un punto de
f(P)f(Q). Como f es biyectiva R’ = f(R) para un cierto R. Si R no
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estuviera en P(Q entonces los puntos P, ), R serian afinmente libres, luego
por el punto anterior lo mismo ocurrirfa con f(P), f(Q), f(R), lo cual es
una contradiccion.

4. f transforma rectas paralelas en rectas paralelas.

Sean PQ y P'Q’ rectas paralelas distintas en F. Entonces los puntos
P,Q, P’ son afinmente independientes y generan el plano que contiene a
las dos rectas. Por el paso 1 tenemos que f(P), f(Q), f(P’) son afinmente
independientes, luego generan un plano que contiene a f(Q’) por 2, luego
de hecho contiene a las rectas f[PQ]y f[P’'Q’']. Como f es biyectiva estas
rectas no tienen puntos comunes, luego son paralelas.

5. Para todos los puntos O, P,Q € E, se cumple

F(P+0Q) = f(P)+ F(O)[(Q).

Sea R = P + O—Q) Si O, P,@ no estan alineados, lo mismo sucede con
f(P), f(Q), f(R). Por el teorema 6.7 tenemos que R es la interseccién
de la paralela a OP por @ y la paralela a OQ por P. Por consiguiente
f(R) es la interseccién de la paralela a f(O)f(P) por f(Q) y la paralela a
fO)f(Q) por f(P). De nuevo por el teorema 6.7 podemos concluir que
—_—
f(R) = f(O0) + f(O)f(Q).
Si O, P, @ estan contenidos en una recta r, tomamos una paralela cual-
quiera r’ y en ella_ur>1 punto R’. La paralela a OR’ por @ corta a L/, en un
punto R’ = R'+0Q y la paralela a PR’ por R” cortaar en P+0Q = R.
Al aplicar f a todos estos puntos y rectas se conservan las relaciones de
_—
incidencia y paralelismo, luego tenemos que f(R”) = f(R')+ f(O)f(Q) vy

f(R) = f(P)+ [(O)f(Q).

R/ RII 7"/

0 P Q R

6. Fijemos una recta r y sean O, A dos de sus puntos. Para cada o € R seq
—
P=0+4+a0A y sea o(a) = f(O)f(P)/f(O)f(A), Entonces o : R — R
es un automorfismo de cuerpos.

La figura anterior ilustra que o conserva la suma. En efecto, si suponemos
pP= O—&—a%, Q= O—i—ﬁOA,_()entonces R'"=R + BOA, y de aqui que
R=P+B0A=0+ (a+ B)OA.

Por definicién de o tenemos que f(P) = f(O) + o(a) f(O)f(A), f(Q) =
f(O) +a(B) f(O)f(A), f(R) = f(O) +o(a+ B) f(O)f(A), y como f
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conserva la figura, también tenemos que f(R) = (o(a)+o(3)) f(O)f(A),
luego o(a+ ) = o(a) + o (B).

Para el producto empleamos un argumento similar basado en la cons-
truccién que muestra la figura siguiente:

R//

RI

0 A P Q R
Se prueba sin diﬁcultad_q)ue si P =0+ aO_j}4 y@Q =0+ BO—B>, en-
tonces R = O + (aff) OA. Por definicién de o tenemos que f(R) =
o(af) f(O)f(A), y como f conserva la figura f(R) = o(a)o(B) f(O)f(A),

luego o(af) = o(a)o(B). El cardcter biyectivo de o es inmediato.

El unico automorfismo de R es la identidad.

En efecto, si o es un automorfismo de R, entonces o envia cuadrados a
cuadrados, luego a > 0 si y sélo si o(a) > 0. A su vez esto implica que
a < fsiy sblosi o(a) < o(8). Por otro lado o ha de fijar a Q, y una
biyeccion de R en R que conserve el orden y fije a los niimeros racionales
es necesariamente la identidad.

. [ es una afinidad.

—

_
Fijemos un punto O € E. Sea f(¥) = f(O)f(O + ¥). Por 5 se cumple que

F(O+OP+0Q) = f(O+OP)+f(0)f(Q) = F(O)+F(O)F(P)+F(O) F(Q),

luego

f(OP +0Q) = f(OP) + f(0Q).
Por 7 tenemos que o es la identidad, luego por definicién de o
flaO4) = a f(OA).
L

Por consiguiente f es una aplicacién lineal, y f(P) = f(O)+ f(OP), luego
f es afin. .

Observar que la prueba es vilida para espacios afines sobre cualquier sub-

cuerpo K de R en el que todo nuimero positivo tenga una raiz cuadrada. En
particular es valido para los modelos de geometria discontinua que comentamos
en el capitulo anterior.

Ejercicio: Probar que el teorema anterior es falso para espacios afines complejos.
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6.4 Isometrias y semejanzas

Nos ocupamos ahora de los espacios euclideos. Recordemos del capitulo IV
que una isometria de un espacio afin euclideo E es una afinidad biyectiva cuya
aplicacién lineal asociada es una isometria lineal. Recordemos a su vez que las
isometrias lineales son los automorfismos f de E tales que

f(ﬁ)f(l[)’) = g, para todo ¥, € E,

lo cual a su vez equivale a que || f(?)|| = ||¥]| para todo ¥ € E, debido a la
relacién
= 12 =12 =112 g

17— ]|” = [|9]|" + [|&]|” — 20
Otra caracterizacion importante es que una aplicacién lineal f : F — FE es una
isometria si y sélo si transforma una base ortonormal en una base ortonormal,
pues si conserva el producto escalar sobre una base, por linealidad lo conserva
sobre vectores arbitrarios. De aqui se sigue a su vez otra caracterizacién impor-
tante que no vimos en su momento.

Definicién 6.12 Diremos que una matriz cuadrada A en un cuerpo K es or-
togonal si cumple AA? = I,,, donde A' es la matriz traspuesta de Ay e I, es la
matriz identidad. Asi, A es ortogonal si su inversa es su traspuesta.

Veamos la caracterizacién de las isometrias lineales a la que haciamos refe-
rencia:

Teorema 6.13 Sea E un espacio vectorial euclideo y f : E — E una apli-
cacion lineal. Entonces [ es una isometria lineal si y solo si la matriz de f en
una base ortonormal es ortogonal (y en tal caso la matriz de f en cualquier base
ortonormal es ortogonal.

DEMOSTRACION: Fijada una base ortonormal de F, la aplicacién que a cada
vector le asigna sus coordenadas respecto a esta base es una isometria entre F
y R™. Sea A la matriz de f en la base fijada. Entonces f serd una isometria si
y sélo si las imagenes de los vectores de la base forman una base ortonormal, si
y s6lo si sus coordenadas (esto es, las filas de A) son una base ortonormal en
R™. Ahora observamos que el elemento (i,5) de AA* es el producto escalar de
la fila i-ésima de A por la fija j-ésima de A, luego las filas de A son una base
ortonormal de R™ si y sélo si AA! = I,,. n

Definicién 6.14 Dado un espacio vectorial euclideo V' sobre un cuerpo K, lla-
maremos grupo ortogonal de V', representado por O(V), al conjunto de todas
las isometrias lineales de V', que es un grupo con la composicién de aplicacio-
nes.Si V tiene dimensién n, entonces O(V) es isomorfo al grupo O(n, K) de las
matrices ortogonales n x n con coeficientes en K.

Dado un espacio afin euclideo E, llamaremos Is(E) al grupo de las isometrias
de E, también con la composicién de aplicaciones.
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Es claro que la aplicacion

Is(E) — O(E)
A f

es un epimorfismo de grupos cuyo nicleo es el grupo de las traslaciones T(E).

Definicién 6.15 Sea E un espacio afin euclideo. Una biyeccién f : A — B
entre dos subconjuntos de E es una semejanza de razén k > 0 si para todo par
de puntos P, Q € A se cumple

L e

IF(P)F(@Q)] = KPR

Si existe una semejanza entre A y B se dice que son semejantes, y cada par
de puntos P, f(P) correspondientes por una semejanza f se llaman puntos
homdlogos (respecto a f).

Es claro que la inversa de una semejanza de razon k es una semejanza de
razén 1/k y que la composicién de semejanzas es una semejanza de razén igual
al producto de las razones. Las semejanzas de razén 1 son las isometrias

Notemos que dos tridngulos son semejantes en el sentido usual si y sélo si lo
son en el sentido general que acabamos de definir.

Es obvio que una homotecia de razén k es una semejanza de razén |k|. Por
consiguiente, si f es una semejanza de razén k entre dos subconjuntos A y B
de un espacio afin euclideo F, al componerla con una homotecia g de razén 1/k
obtenemos una semejanza de razon 1, es decir, una isometria. Por el teorema
4.22, fog se extiende a una isometria de F en si mismo, llamémosla h. Entonces
hog™! es una semejanza de E en si mismo que extiende a f. Esto prueba el
teorema siguiente:

Teorema 6.16 Toda semejanza de razon k entre dos subconjuntos de un espa-
cto afin euclideo E se extiende a una semejanza de razon k de E en si mismo.
Toda semejanza de razon k de E en st mismo es una afinidad y se puede expresar
como composicion de una isometria y una homotecia de razon k.

Definicién 6.17 Llamaremos Sem(FE) al grupo de las semejanzas de un espacio
afin euclideo E en si mismo.

Hemos probado que Sem(E) < GA(FE). La aplicacién que a cada semejanza
le asigna su razén es un epimorfismo de Sem(F) en ]0, 400 cuyo nicleo es
claramente Is(FE).

Vamos a caracterizar las semejanzas en términos de sus aplicaciones lineales
asociadas. Si V' es un espacio vectorial euclideo, diremos que f € GL(V') es una
semejanza lineal de razén k > 0 si || f(¥)|| = k ||¥]| para todo ¥ € V. Llamaremos
Sem(V') al grupo de las semejanzas lineales de V.

Es claro que una afinidad f es una semejanza si y sélo si f es una semejanza

'

lineal. Tenemos, pues, un epimorfismo Sem(E) — Sem(FE) cuyo ntcleo es el
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grupo T'(E) de las traslaciones de E. Por otra parte, el hecho de que toda seme-
janza de E se descomponga en producto de una isometria y una homotecia se
traduce, a través de este epimorfismo, en que toda semejanza lineal es producto
de una isometria lineal y una homotecia lineal. Mas aun, es facil ver que si
llamamos H, (E) al grupo de las homotecias lineales de E de razén positiva, se
cumple
Sem(E) = O(E) x Hy(E).

Para ello hay que probar que los dos subgrupos de la derecha son normales, pero
ello se sigue inmediatamente del hecho de que las homotecias lineales conmutan
con todos los elementos de GL(E).

Ejercicio: Probar que HT(F) es un subgrupo normal de Sem(F) y

Sem(E)/HT(E) = Sem(E)/H(E).

Una propiedad interesante de las semejanzas propiamente dichas, es decir,
las que no son isometrias, es que siempre tienen un tnico punto fijo.

Teorema 6.18 Toda semejanza de razén k # 1 en un espacio afin euclideo
tiene un unico punto fijo llamado centro de la semejanza.

DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata del teorema 6.2, pues si f cum-
ple las hipdtesis entonces f es una semejanza lineal de razén k # 1, y es claro
que su unico punto fijo es 0. m

En general, las semejanzas lineales no conservan las normas, luego tampoco
el producto escalar. Sin embargo, el hecho de que toda semejanza lineal f de
razon k se exprese como composiciéon de una isometria lineal por una homotecia
lineal de razén k implica la relacién f(7)f(w) = k%20w. Esto implica que las
semejanzas lineales conservan angulos, pues

7 f(@) f (@) kv =
cos f(¥) f (W) = = = cos .

@@ k2 )
En particular las semejanzas lineales conservan la ortogonalidad. Vamos a
probar el reciproco, es decir, que las tnicas aplicaciones lineales que conservan

la ortogonalidad (o a fortiori los 4ngulos) son las semejanzas lineales. De aqui
deduciremos el andlogo para las semejanzas afines.

Teorema 6.19 Sea V un espacio vectorial euclideo y f : V. — V una apli-
cacion lineal no nula. Entonces son equivalentes:

1. f es una semejanza lineal.
2. f conserva la ortogonalidad de vectores.

3. f conserva los dngulos entre vectores.
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DEMOSTRACION: Es suficiente probar que 2 implica 1. Suponemos, pues,
que si 7 = 0 entonces f (%) f(i) = 0 (notar que no suponemos la doble impli-
cacion).

Fijado un vector ¢ € V, la aplicacién u(w) = f(¥)f () es lineal. Suponga-
mos que existe un @ tal que u(w) # 0. Entonces el nicleo de u tiene dimensién
n —1 (donde n es la dimensién de V'), y por hipdtesis contiene a (17'>J‘, cuya di-
mension es la misma. Por consiguiente u se anula exactamente sobre los vectores
ortogonales a v.

Definimos k(%) como el tnico escalar que cumple

u(@) = [()f(@) = K()7w.
Todo vector de V se expresa como t + o, donde ¢ L @, con lo que la relacién
anterior vale en realidad no sélo para el @ que hemos tomado sino de hecho
para todo @ € V. Si w es nula la relacién sigue siendo vélida sin mas que tomar
k() = 0.

Por simetria, si 9@ # 0 se ha de cumplir k(¢) = k(&f). Si 0@ = 0 con
ambos factores no nulos, entonces § = ¥ + W cumple que vy # 0 # Wy, luego
k(©) = k(§) = k(@). Esto prueba que k = k() es independiente de @ # 0.
Ademss

| £(D)||? = k||7]|?, para todo 7€ V.

Como existen vectores con imagen no nula, ha de ser k > 0, de donde f es una
semejanza de razén Vk. L]

Teorema 6.20 Sea E un espacio afin euclideo y f : E — E una aplicacion
biyectiva. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

1. f es una semejanza.

2. Para toda terna de puntos distintos se cumple ABC = f(A)f/(-B\)f(C’)
3. Para todos los puntos A # B, C # D, si AB 1. CD, entonces

A f(B) L f(C)f (D).

DEMOSTRACION: Usando el teorema anterior es facil ver que 1 — 2 — 3.
Para probar 3 — 1 basta demostrar que f es afin, y por el teorema fundamental
esto equivale a probar que f transforma puntos alineados en puntos alineados.

Sean A, B, C tres puntos alineados. Podemos formar una base ortogonal

- —
de E de la forma AA;, parai=1,...,n con A1 = B. Por hipétesis los vecto-

—_ —
res f(A)f(A;) son ortogonales dos a dos, luego son una base ortogonal de E.
Podemos expresar

FAF(C) = Mf(A) (AL + -+ M f(A) f(An). (6.1)
Ahora bien, si i # 1 entonces AA; 1 AC, luego también f(A)f(A;) L f(A)f(C).
Multiplicando (6.1) por f(A)f(A4;) obtenemos A; = 0, luego (6.1) se reduce a
FA)F(C) = Mf(A)f(A1), lo que significa que f(A), f(A1) = f(B) y f(C)

estan alineados. n
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6.5 Clasificacion de endomorfismos

En esta seccién desarrollaremos una potente teoria algebraica que nos dara
un gran control sobre los endomorfismos de un espacio vectorial y, de aqui,
sobre las afinidades e isometrias de los espacios afines. El problema principal
que nos proponemos resolver consiste en que a veces es facil reconocer que
una isometria lineal es, por ejemplo, un giro en R?, si conocemos su matriz en
una base determinada, mientras que es irreconocible si se nos da su matriz en
otra base. Vamos a buscar criterios que nos permitan determinar cudndo dos
matrices pueden corresponder a la misma aplicacién escogiendo bases adecuadas
asi como técnicas que nos permitan encontrar la expresion mas simple posible
para la matriz de una aplicacién lineal.

Por razones que pronto se comprenderdn, conviene que comencemos nuestro
estudio en un contexto muy general. Consideraremos homomorfismos entre
médulos libres sobre un dominio euclideo. Haremos uso de los teoremas de
estructura de médulos: todo médulo M finitamente generado sobre un dominio
de ideales principales® A se descompone como M = L & M,, donde L es un
submédulo libre (cuyo rango sélo depende de M) y M; es el submddulo de
torsidn, formado por todos los elementos m tales que am = 0 para cierto a € A
no nulo. Cada elemento m de M; tiene definido (salvo unidades) un orden
o(m) € A de modo que am = 0 si y s6lo si o(m) | a. A su vez es posible
descomponer M; = (v1) @ - -+ @ (v,,), donde podemos exigir que cada o(v;) sea
potencia de primo (y entonces se llaman divisores elementales de M) o bien que
o(v;) | o(viy1) (y entonces se llaman factores invariantes de M). Los divisores
elementales y los factores invariantes estan univocamente determinados por M
salvo unidades.

Supongamos que f: M — N es un homomorfismo entre A-médulos libres
de rangos m y n respectivamente y que B y B’ son bases respectivas. Sea S
la matriz de f en estas bases. Supongamos que f tiene otra matriz T' respecto
a otras bases C'y C’. ;Cudl es entonces la relacién entre S y T? Es sencilla:
Sea P la matriz de la identidad en M respecto de las bases C'y B (la llamada
matriz del cambio de base). Sea @ la matriz de la identidad en N respecto
de las bases C' y B’. Entonces si x es la m-tupla de coordenadas en C' de un
elemento m € M, tendremos que P es la m-tupla de coordenadas de m en la
base B, luego zPS es la n-tupla de coordenadas de f(m) en B’, luego xPSQ
es la n-tupla de coordenadas de f(m) en C’. Por la unicidad de la matriz, se
ha de cumplir T'= PSQ. Ademéas como P y @ son matrices de isomorfismos,
ambas son regulares (tienen inversa). En vista de esto definimos:

Definicién 6.21 Sea A un anillo conmutativo y unitario. Diremos que dos
matrices S, T € Mat,xn(A) son equivalentes si existen matrices P € GL(m, A)
y Q € GL(n, A) tales que T = PSQ.

Es evidente que la equivalencia de matrices es una relacién de equivalencia
en el conjunto Mat,, «,(A4). Acabamos de demostrar que si S y 7' son matrices

3En realidad nos bastard trabajar con dominios euclideos.
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de un mismo homomorfismo entre A-médulos libres f : M — N, entonces S y
T son equivalentes. Reciprocamente, si S es la matriz de f en ciertas bases y T'
es equivalente a S, es facil ver que T es la matriz de f en otras bases adecuadas
(las que convierten a P y @ en las matrices del cambio de base).

Ahora vamos a dar un criterio sencillo para determinar cudndo dos matrices
dadas son o no equivalentes, al tiempo que encontraremos para cada matriz una
equivalente lo mas sencilla posible. Para ello usaremos el resultado siguiente:

Teorema 6.22 Sea A un anillo conmutativo y unitario y sean S y T dos matri-
cesmxn en A. SiT resulta de realizar sobre S una de las siguientes operaciones,
entonces T es equivalente a S':

1. Permutar dos filas (o columnas).

2. Cambiar la fila (o columna) j-ésima por la suma de la fila (columna)
j-ésima mds la fila (columna) k-ésima (k # j) multiplicada por una cons-
tante r.

3. Multiplicar una fila (columna) por una unidad u de A.

DEMOSTRACION: Realizar una de estas operaciones equivale a multiplicar
la matriz por la izquierda o por la derecha (segin sea sobre filas o columnas)
por una de las siguientes matrices regulares (todas tienen unos en la diagonal y
ceros fuera de ella salvo cuando se indica explicitamente lo contrario):

ik g
1 1
7 0 1 J r
k 1 0 7 ’
1 1
J
1
J U
1

El teorema siguiente nos resuelve el problema de determinar cuando dos
matrices son equivalentes:



6.5. Clasificacion de endomorfismos 155

Teorema 6.23 Sea E un dominio euclideo y A € Mat,, xn(E). Entonces A es
equivalente a una unica matriz de la forma

dy

0

donde cada d; # 0 y d; | diy1. La unicidad se entiende salvo sustitucion de los
d; por asociados (o sea, salvo unidades). Los elementos d; se llaman factores
invariantes de A.

DEMOSTRACION: La prueba que vamos a ver nos da un algoritmo para
calcular los factores invariantes de cualquier matriz dada. Llamemos ¢ a la
norma euclidea del anillo E.

Si A = 0 ya es de la forma requerida. En otro caso, sea a;; un coeficiente
de A no nulo con norma minima. Intercambiando filas y columnas podemos
llevarlo a la posicién (1,1), es decir, pasamos a una matriz equivalente donde
a11 # 0 tiene norma minima.

Para cada k > 1 dividimos a1 = a11bx + b1x, de modo que by = 0 o bien
P(b1x) < ¢(a11).

Restamos a la columna k-ésima la primera multiplicada por b, con lo que
la primera fila se convierte en (a11,b12, ..., b1n).

Si algiin by es no nulo llevamos a la posicién (1,1) el de menor norma y
repetimos el proceso. Como cada vez la norma del coeficiente (1, 1) disminuye,
el proceso no puede continuar indefinidamente, por lo que al cabo de un niimero
finito de pasos llegaremos a una primera fila de la forma (a;1,0,...,0).

Repitiendo el proceso con la primera columna llegamos a una matriz equi-
valente de la forma:

Si a11 no divide a alguno de los restantes coeficientes a;;, entonces hacemos
a;; = ajc+dcond # 0y ¢(d) < ¢(air), llevamos d a la posicién (1,1) y
repetimos el proceso de hacer ceros. Como la norma sigue disminuyendo, tras
un numero finito de pasos llegaremos a una matriz como la anterior y en la que
a1 divide a todos los coeficientes restantes.

Ahora repetimos el proceso con la matriz B, lo cual no altera los ceros de la
fila y la columna primera ni el hecho de que aq; divide a todos los coeficientes.
De este modo llegamos a una matriz como la del enunciado.

Probemos que si dos matrices como la del enunciado son equivalentes, en-
tonces son iguales (salvo multiplicacién de sus coeficientes por unidades).
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Sea A una tal matriz. Sea f: E™ — E™ el homomorfismo que en ciertas
bases, digamos {ey,....,en} v {f1,-.., fn}, tiene matriz A, es decir, f(e;) = d; f;

parai=1,...,ry f(e;) =0 en otro caso.
Entonces Im f = {(d1f1) ® - @ (d,-fr), ¥
E"/Imf = (fi)@ & (fa)/{(dfi)® @ (df)@0B - ®0)

= <f1>/<d1f1> O---D <fr>/<drfr> D <fr+1> D©---D <f7’b>

Resulta que E™/Im f es un mddulo finitamente generado sobre un dominio
euclideo con rango n —r (el rango de la parte libre) y, respecto al submédulo de
torsion, estd generado por los elementos f; + (d; f;) de orden claramente igual a
d;. Por lo tanto dy, .. .,d, son los factores invariantes del médulo E”/Im f.

Si otra matriz B del mismo tipo es equivalente a A, entonces B es la matriz
de f en otras bases, luego sus coeficientes son los factores invariantes del mismo
médulo E™/Im f, luego son los mismos salvo unidades. L]

Asi pues, dos matrices son equivalentes si y sélo si tienen los mismos factores
invariantes. La matriz equivalente a una matriz dada A que tiene la forma
indicada en el teorema anterior se llama forma candnica de A, de modo que dos
matrices son equivalentes si y sélo si tienen la misma forma candnica.

En el caso en que el anillo es un cuerpo la situacién es mucho mas simple.
Como todos los elementos no nulos son unidades, todos los factores invariantes
de una matriz A pueden tomarse iguales a 1, luego lo Unico que puede variar
es su numero 7. Este numero se llama rango de A. Tenemos, pues, que dos
matrices sobre un cuerpo son equivalentes si y solo si tienen el mismo rango.

El rango de A tiene una interpretaciéon muy sencilla: sea f una aplicacién
lineal de matriz A. Las filas de A son las coordenadas de las imagenes de los vec-
tores de la primera base respecto a la segunda base. Estas imégenes generan el
subespacio Im f, luego contienen exactamente dim Im f vectores independientes.
Como la aplicacién que a cada vector le asigna sus coordenadas es un isomor-
fismo, resulta que A tiene dimIm f filas independientes. La forma canénica de
A es también una matriz de f y tiene r filas independientes, luego dimIm f = r
y el rango de una matriz es el niimero de filas independientes que contiene.

Por otra parte es obvio que si dos matrices son equivalentes sus traspuestas
también lo son, y la traspuesta de una forma canénica es ella misma, luego el
rango de una matriz es el mismo que el de su traspuesta. Por lo tanto:

El rango de una matriz A con coeficientes en un cuerpo es el nimero
de filas y el nimero de columnas linealmente independientes.

Con esto tenemos clasificadas las matrices de los homomorfismos entre mo-
dulos libres, es decir, sabemos reconocer si dos matrices corresponden al mismo
homomorfismo en bases distintas y a cada homomorfismo le sabemos encon-
trar una matriz especialmente simple (en forma candénica). Nuestro objetivo es
obtener una teoria andloga para endomorfismos de un espacio vectorial, donde
ahora imponemos la condiciéon de que no queremos considerar dos bases para
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el mismo espacio, sino una sola. Si f : M — M es un endomorfismo de un
modulo libre M y S, T son las matrices de f respecto a ciertas bases B y C,
el mismo razonamiento que cuando teniamos dos médulos nos da ahora que
T = P~1SP, para cierta matriz regular P (P es la matriz del cambio de base
de B a Cy P! es la matriz del cambio de base de C' a B). Por ello definimos:

Definicién 6.24 Sea A un anillo conmutativo y unitario. Diremos que dos
matrices S, T' € Mat,, (A) son semejantes si existe una matriz P € GL(n, A) tal
que T = P~'SP.

Es evidente que la semejanza de matrices es una relacién de equivalencia en
el conjunto Mat,,(A4). Dos matrices de un mismo endomorfismo de A-mdédulos
libres son semejantes, y si .S es la matriz de un endomorfismo f y 7" es semejante
a S, entonces T es la matriz de f en otra base.

Dos matrices semejantes son equivalentes, pero el reciproco no es cierto. Por
ejemplo, si T'= P71SP, tomando determinantes, |T| = |P|7YS||P| = |5, y
es facil encontrar matrices equivalentes con determinantes distintos, luego no
semejantes.

La idea fundamental en el estudio de un endomorfismo de un espacio V es
encontrarle subespacios invariantes, es decir, encontrar subespacios W tales que
h[W] C W. Por ejemplo, si h es un giro en R? (cuyo eje pasa por 0), podemos
encontrar dos subespacios invariantes: el plano de giro, donde A es un giro en
R2, y el eje de giro, donde h es la identidad. La matriz de h serd la mas simple
si tomamos una base que tenga dos vectores en el plano de giro y el tercero en
el eje.

Para encontrar subespacios invariantes podemos valernos de la teoria de
modulos gracias al planteamiento siguiente: Sea V' un espacio vectorial de di-
mensién finita sobre un cuerpo K. Entonces el conjunto Endg (V') de todos los
endomorfismos de V' tiene estructura de anillo (no conmutativo) con la suma
definida punto a punto: (f + g)(v) = f(v) + g(v) y tomando como producto
la composicién de aplicaciones. Si h € Endg (V) definimos el homomorfismo
K[z] — Endg(V) que a cada polinomio p(z) le asigna p(h). Notar que la
unidad de Endg (V) es el endomorfismo identidad, por lo que la imagen del
polinomio 1 es dicha identidad.

Ahora definimos una operacién K[z] x V. — V dada por p(x)v = p(h)(v).
Asi, por ejemplo, zv = h(v), (22 + 2)v = h(h(v)) + 2v, ete.

Es facil ver que V', con su suma de espacio vectorial y esta operacién, es un
K[z]-mdédulo.

En resumen, hemos dotado a V' de estructura de K[z]-médulo de modo que
la multiplicacién por elementos de K es la que ya teniamos en V' como espacio
vectorial y la multiplicaciéon por = consiste en aplicar h. Esto hace que los
subespacios invariantes que estamos buscando sean precisamente los submddulos
de V. El teorema siguiente recoge este hecho junto con los resultados que
garantizan que podemos aplicar los teoremas de estructura de médulos (notemos
que K[z] es un dominio euclideo).
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Teorema 6.25 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita n sobre un
cuerpo K, sea h un endomorfismo de V. Entonces

1. V es un K[z]-mddulo finitamente generado.
2. Sus submddulos son los subespacios vectoriales W tales que h[W] C W.
3. El nicleo N(h) es un submddulo de V.

4.V es un mddulo de torsion.

DEMOSTRACION: 1) Notar que el producto de un polinomio constante por
un elemento de V es el producto dado de V' como espacio vectorial. Por ello
una combinacién lineal con coeficientes en K también puede considerarse con
coeficientes en K [z], luego una base de V' como espacio vectorial es un generador
de V' como médulo.

2) Si W es un submédulo de V, entonces la suma de elementos de W esta
en W y el producto de un escalar por un elemento de W estd en W, luego W es
un subespacio vectorial. Mds atin, si v € W, xzv = h(v) € W, luego h[W] C W.

Reciprocamente, si W cumple estas condiciones entonces W es estable para
la suma y para el producto por escalares y por x, de donde facilmente se sigue
que W es estable para el producto por cualquier polinomio.

3) es consecuencia de 2).

4) Si v € V, entonces los vectores v, zv,...,z"™v han de estar repetidos o
ser linealmente dependientes, luego existen escalares no todos nulos tales que
tov + tizv + - - + tpx™v = 0, 0 sea, ("™ + -+ t1x + to)v = 0, luego v es un
elemento de torsién. "

Los teoremas de estructura de modulos nos garantizan ahora que V' se des-
compone en la forma

V= (v)ki) @ @ (V) k>

donde la notacién (v) k[z) Tepresenta al submédulo generado por v, (mientras

]
que (v) representard al subespacio vectorial generado por v).

Nuestra intencién es describir A en términos de su accién sobre estos sub-
moédulos, que son subespacios invariantes donde la accién de h es la mas simple
posible. Vamos a probar que la accién de h sobre cada (v;) K] esta determinada
por un polinomio.

Definicion 6.26 Sea V' un K-espacio vectorial de dimensién finita y A un endo-
morfismo de V. Para cada v € V llamaremos polinomio minimo de v (polmin v)
a o(v), es decir, al polinomio que divide a todos los polinomios que anulan a
v. En principio polminv estd determinado salvo unidades, pero es tinico si lo
tomamos ménico.

Veamos en primer lugar que pol minv determina la dimensién como espacio
vectorial del submédulo generado por v.
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Teorema 6.27 Sea K un cuerpo y V un K-espacio vectorial de dimension
finita n. Sea h un endomorfismo de V. Entonces dim <v>k[m] = grad polminv.

DEMOSTRACION: Sea p(r) = polminv y sea m su grado. Un elemento
cualquiera de (v}, es de la forma g(z)v con ¢(z) € Kz].
Dividamos ¢(x) = c(z)p(z) + r(z), con grad r(z) < m. Entonces

q(z)v = c(z)(p(x)v) + r(z)v = c(z)0 + r(x)v = r(z)v, (6.2)

que es combinacién lineal de v, zv, .. .,z™ lv.

Estos vectores han de ser distintos y linealmente independientes, pues lo
contrario significa que hay un polinomio ¢(z) # 0 y de grado a lo sumo m — 1
tal que g(z)v = 0, pero entonces p(z) | ¢(x), lo cual es imposible segiin los
grados. Por lo tanto v,zv,...,2™ v es una base de < v >[z] COMO espacio
vectorial. n

Ahora ya estamos en condiciones de caracterizar la acciéon de h sobre un
submdédulo mondgeno:

Teorema 6.28 Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial de dimension finita
y h un endomorfismo de V. Son equivalentes:
n .
1. Eziste unv €V tal que V = (v)y,y y polminv = > a;a’ (con a, =1).
i=0

1=

2. dimg V =n y existe una base de V' en la cual la matriz de h es

0 1
0 1
—ag —ap - —0p-2 —0n-1
DEMOSTRACION: 2) equivale a que exista una base {vg,...,v,—1} de V de
n—1
manera que h(v;) = vip1 para i =0,...,n —2y h(v,_1) = — . a;v;.
i=0
Si se cumple 1), entonces {v, zv, ..., 2" 1v} es una base que cumple 2).
Si {vo,...,vp—1} cumple 2), entonces con v = vy se cumple que v; = z'vy,
n—1 n
asi como que z"v = — > a;z'v, es decir, p(z) = > a;x* cumple p(x)v = 0,
= i=0

i=0 i=
luego es un multiplo del polinomio minimo de v, pero por otro lado es obvio que
V= (v}k[x], luego el grado del polinomio minimo de v ha de ser n = grad p(z).
Asi pues, p(x) = polminv. n

En el caso general en que V no es necesariamente monoégeno, la descom-
posicién (6.2) nos permite obtener una descripcién de h a partir de su accién
sobre cada subespacio. Antes de entrar en ello debemos tener en cuenta que
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los teoremas de estructura de mddulos nos garantizan que los generadores v;
se pueden escoger de modo que sus polinomios minimos p; sean potencias de
primo o bien de modo que cada uno divida al siguiente. Lo ma&s importante
es que, si los escogemos asi, dichos polinomios minimos estdn completamente
determinados por V (luego por h) y se llaman divisores elementales en el primer
caso y factores invariantes en el segundo.

Definicién 6.29 Sea V un K-espacio vectorial de dimensién finita y A un en-
domorfismo de V. Entonces tenemos que V es un K[z]-médulo de torsién fi-
nitamente generado y K|[z] es un dominio euclideo. Llamaremos divisores ele-
mentales y factores invariantes de h a los de V' como mdédulo.

Si p(x) es el dltimo factor invariante, entonces p(x) es multiplo de los poli-
nomios minimos de todos los generadores, luego p(x) los anula a todos, y con
ellos a todos los elementos de V. Es decir, p(z)v = p(h)(v) = 0 para todo vector
v, o sea, p(h) = 0.

A este ultimo factor invariante se le llama polinomio minimo de h (pol min h).

Notar que si p(z) cumple p(h) = 0, en particular p(x) anula al generador
del submédulo asociado al tltimo factor invariante, luego polminh | p(x). Asf
pues, el polinomio minimo de A es el menor polinomio que anula a h.

Teorema 6.30 Sea K un cuerpo y V un K-espacio vectorial de dimension
finitan. Sea h un endomorfismo de V. Las afirmaciones siguientes son equiva-
lentes:

1. Los factores invariantes (o divisores elementales) de h son p1, ... , pp.

2. Los polinomios p1,...,pr cumplen p; | piv1 (0 que cada p; es potencia de
primo) y, en una cierta base, la matriz de h es de la forma

M,
M

M,

donde cada M; es la matriz asociada a p; segun el teorema 6.28.

DEMOSTRACION: Consideramos una descomposicién de V' de tipo (6.2) de
modo que los polinomios minimos de los generadores sean los factores invariantes
o los divisores elementales. Como los submédulos son subespacios invariantes,
la restriccién de h a cada uno de ellos es un endomorfismo y podemos aplicar el
teorema 6.28 para obtener una base de cada uno de ellos de modo que la matriz
de la restriccion de h sea la indicada, o sea, la M; del enunciado. La unién de
las bases de los sumandos directos forma una base de V' y es claro que la matriz
de h en esta base es la indicada.

Reciprocamente, si la matriz de h en una base es de la forma indicada,
podemos expresar V' como suma directa de los subespacios generados por los
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vectores de la base correspondientes a cada una de las cajas M; de la matriz. Es
claro que estos subespacios son invariantes y que M; es la matriz de la restriccion
de h al subespacio i-ésimo. Por el teorema 6.28, cada uno de estos subespacios
estd generado por un v; cuyo polinomio minimo es p;. Por la unicidad concluimos
que los p; son los factores invariantes o los divisores elementales de h. [

Las matrices de la forma descrita en el teorema anterior son formas candnicas
para la relacién de semejanza. En efecto, si A € Mat,,(K) y V es cualquier K-
espacio vectorial de dimensién n, entonces A es la matriz de un endomorfismo
h de V en una base cualquiera de V', pero en otra base h tiene una matriz de
la forma del teorema anterior (con factores invariantes), luego A es semejante a
una matriz de este tipo.

Por otra parte, si A y B son matrices del tipo del teorema anterior (con
factores invariantes) y son semejantes, entonces son matrices de un mismo en-
domorfismo h de V', y por la unicidad de los factores invariantes se ha de cumplir
que A = B.

Para divisores elementales se cumple lo mismo salvo por el hecho de que
los factores invariantes estan ordenados por la divisibilidad, mientras que los
divisores elementales no estan ordenados de ningin modo, luego las matrices
que resultan de cambiar el orden de las cajas (con divisores elementales) son
semejantes entre si sin dejar de ser del tipo del teorema 6.30.

Definicién 6.31 Si K es un cuerpo y A € Mat, (K), llamaremos 12 forma
candnica de A (respectivamente, 22 forma candnica) a la Gnica matriz del tipo
indicado en el teorema 6.30 para factores invariantes (respectivamente para
divisores elementales, con la consiguiente pérdida parcial de unicidad) que es
semejante a la matriz A.

De este modo, dos matrices son semejantes si y s6lo si sus formas candnicas
son iguales. Los teoremas siguientes nos permiten calcular la forma canénica de
cualquier matriz.

Teorema 6.32 Sea K un cuerpo y A € Mat,,(K) una matriz del tipo del teo-
rema 6.28 para el polinomio ménico p(x). Entonces los factores invariantes (los
construidos en el teorema 6.23) de la matriz xI, — A € Mat,,(K[x]) son todos
iguales a 1 excepto el ultimo, que es p(x).

n .
DEMOSTRACION: Sea p(x) = Y a;z", con a, = 1. La matriz 21, — A es
i=0

x -1
ap air a2 ' Qp—2 Gp_1+T
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Sumamos a la primera columna la segunda multiplicada por z, la tercera
multiplicada por z2, etc. Luego a la segunda columna le sumamos la tercera
multiplicada por z, la cuarta multiplicada por 22, etc. y asf sucesivamente. El

resultado es:
0 -1

-1
n X n .
SNaxt daxt - ap1+w
i=0 i=1

Sumando a la fila n-sima la i-ésima multiplicada por el coeficiente adecuado

queda:
0 -1

-1
axt 0 - 0
i=0

Finalmente multiplicamos todas las filas salvo la ultima por —1 y reordena-
mos las columnas, con lo que llegamos a la forma candnica de la matriz:

1

S aat
i=0
| ]

Teorema 6.33 Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial de dimension finita
n y h un endomorfismo de V. Sea A la matriz de h en 12 forma candnica.
Entonces los factores invariantes de h son los factores invariantes no unitarios
de la matriz xI,, — A.

DEMOSTRACION: Por comodidad llamaremos [Aj, ..., A;] a la matriz for-
mada por las cajas Aq,..., A, situadas sobre su diagonal. Sean pq,...,p, los
factores invariantes de h. Entonces zI, — A = [My,..., M,], donde cada M;

tiene forma indicada en el teorema 6.28 para el polinomio p;.

Por el teorema anterior M; es equivalente a una matriz diagonal de la forma
N; =11,...,1,p;]. Por lo tanto existen matrices P;, Q; € GL,(K[x]) tales que
P M;Q; = N;.

Sean P = [Py,..,P]y Q = [Q1,...,Q,]. Es facil ver que P y @Q son
regulares, asi como que

P(m[n — A)Q = [PlMlQla .. .PTMTQT] = [Nl, .. .,NT]
= [1""717p17"'717"'517p'f']7

luego la forma canédnica de I, — A es [1,...,1,p1,...,p:]. n
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El resultado definitivo es el siguiente:

Teorema 6.34 Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial de dimension finita
n y h un endomorfismo de V. Sea A la matriz de h en cualquier base. Entonces
los factores invariantes de h son los factores invariantes mo unitarios de la
matriz xI, — A.

DEMOSTRACION: Sea B la matriz de h en 12 forma canénica. Como A y B
son matrices de h, son semejantes, es decir, existe una matriz P € GL,(K) tal
que B = P~'AP. Entonces

P~ YxI, — A)P =P 'I,P — P"'AP = 2I, — B.

Por lo tanto, las matrices 21, — A y xI, — B son equivalentes, luego tienen los
mismos factores invariantes y, por el teorema anterior, los no unitarios son los
factores invariantes de h. m

Definicién 6.35 Sea K un cuerpo y A € Mat,,(K). Llamaremos factores in-
variantes de A a los factores invariantes de zI,, — A (en el sentido de 6.23).

Hemos demostrado que los factores invariantes de un endomorfismo son los
factores invariantes no unitarios de cualquiera de sus matrices.

También es obvio ahora que dos matrices son semejantes si y sélo si tienen
los mismos factores invariantes (si tienen los mismos factores invariantes tienen
la misma forma candnica).

Observar que en principio tenemos dos definiciones de factores invariantes
de una matriz de Mat, (K), la dada en el teorema 6.23 y la que acabamos de
dar, pero sucede que la definicion segin el teorema 6.23 no tiene interés para
matrices sobre un cuerpo, ya que todos los factores invariantes en este sentido
son iguales a 1. Lo tnico que interesa es su niimero, o sea, el rango.

Los factores invariantes de una matriz A se calculan sin dificultad mediante
el algoritmo dado en el teorema 6.23.

Los divisores elementales se calculan descomponiendo los factores invariantes
en potencias de primos.

Llamaremos polinomio minimo de una matriz A a su ultimo factor inva-
riante. Asi, si A es la matriz de un endomorfismo h, se cumple que polmin A =
polmin h. Dado el isomorfismo entre endomorfismos y matrices, es claro que si
p(z) = polmin A, entonces p(4) = 0, y si q(z) € KJz|, entonces q(A) =0siy
sélo si p(z) | g(x).

Ejemplo Vamos a calcular los factores invariantes de la matriz

8§ 2 10 -6
12 6 20 -—12
A= 2 3 7 -4
13 9 256 —-15



164 Capitulo 6. Biyecciones afines

Para ello aplicamos el algoritmo del teorema 6.23 a I, — A:

r—8 =2 -10 6
-12 z-6 -20 12
-2 -3 x-7 4
—13 -9 —-25 x+15

En primer lugar intercambiamos las dos primeras columnas para situar en
la posicién (1,1) un polinomio de norma (o sea, de grado) minima (el —2).
Dividiendo la fila 1 entre —2 tenemos un 1 en el lugar (1,1) y restando a cada
columna la primera multiplicada por su primer coeficiente llegamos hasta la
matriz

1 0 0 0
r—6 L —Tr+12 —5¢+10 3z -6
-3 —3z+10 r+8 -5
-9 —9r 423 20 w412

Ahora restamos a cada fila la primera multiplicada por su primer coeficiente
y hacemos ceros debajo del primer 1 (el resto de la matriz no se modifica).
Como el 1 divide a todos los coeficientes restantes podemos continuar con la
submatriz 3 x 3.

Llevamos el —5 al lugar (2,2) (otra opcién seria llevar el 20). Dividimos la
segunda fila entre —5 y obtenemos otro 1, con el que hacemos ceros a su derecha
y bajo él. El resultado es:

0 0 0
1 0 0
0 322 —-7x+2 —222+4x
0 222 —-8x+8 —322-10

oo o

El cociente de —2x2 +4x entre 322 —7x +2 es —2/3 y el resto —(2/3)(x —2).
Restamos a la cuarta columna la tercera multiplicada por —2/3 con lo que
en la posicién (3,4) queda —(2/3)(z — 2). Lo pasamos a la posicién (3,3) y
multiplicamos por —3/2:

10 0 0
0 1 0 0

0 0 r—2 —%xz—i—%x—i’)
0 0 —32243x—1 2,2 8x+38

Al dividir el polinomio de la posicién (3,4) entre z — 2 la divisién nos da
exacta, a saber: —(3/2)(3z — 1)(x — 2). Restamos a la cuarta fila la primera
multiplicada por —(3/2)(3z — 1) y nos queda (factorizando los polinomios):

0 0 0
1 0 0
0 x—2 0
0 —i6Bz—T)(z—-2) —P(z—-2

oSO O

)(z —1)?
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Restamos a la cuarta fila la tercera multiplicada por —(1/3)(5x —7) y queda
un 0 en el lugar (4, 3). Multiplicando la tltima fila por —2/15 queda:

10 0 0
01 0 0
00 z—2 0
00 0 (z—2)(xz—1)2

Por lo tanto los factores invariantes de la matriz A de partida son
r—2 y (x—2)(z—1)>2%

Los divisores elementales son # — 2, x — 2 y (x — 1)2. El polinomio minimo
de A es polmin A = (x — 2)(z — 1)? = 2® — 422 + 5 — 2. Las formas canénicas
de A son:

0
1
0

oo o

0
0
1
2

O O O
(el en]l V) Neaw)

Hemos visto que si A y B son matrices matrices semejantes, o sea, si existe
P € GL,(K) tal que B = P~'AP, entonces también zI,, — B = P~ (z1,— A)P,
luego tomando determinantes queda |z, — B| = |P|~ Y21, — A||P| = |21, — A|.

Definicién 6.36 Llamaremos polinomio caracteristico de A € Mat,, (K) al po-
linomio polcar A = |xI,, — A|. Es fécil ver que es ménico de grado n.

Acabamos de probar que las matrices semejantes tienen el mismo polino-
mio caracteristico, por lo que podemos definir el polinomio caracteristico de un
endomorfismo como el de cualquiera de sus matrices.

El polinomio caracteristico es mucho mas facil de calcular que los facto-
res invariantes o los divisores elementales y en ocasiones proporciona suficiente
informacién sobre una matriz dada.

Por ejemplo, el polinomio caracteristico de la matriz A anterior resulta ser
polcar A = (z — 2)%(z — 1)2.

Este ejemplo muestra que el polinomio caracteristico estd muy relacionado
con los factores invariantes y los divisores elementales. La relaciéon exacta nos
la da el teorema siguiente:

Teorema 6.37 Sea K un cuerpo y A € Mat,,(K). Entonces el polinomio ca-
racteristico de A es el producto de sus factores invariantes (luego también el de
los divisores elementales).

DEMOSTRACION: Supongamos primero que A es de la forma indicada en el
teorema 6.28, es decir, que tiene un dnico factor invariante no unitario igual a

n .
> axt.
i=0
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n .
Es facil ver que en este caso |z, — A| = > a;a" (basta desarrollar el deter-
i=0

minante por la primera columna).

Ahora, si una matriz A estd formada por dos cajas (A = [M, N] con la
notacién del teorema 6.33) es facil ver que [M, N] = [M, I][I, N], donde I re-
presenta en cada caso a la matriz identidad de las dimensiones adecuadas. Por

lo tanto |A| = |[M,I]||[I,N]| = |[M||N|. De aqui se sigue en general que
[[My,..., M,]| = [My] - |M,].
Si A es una 12 forma candnica, entonces A = [Mj, ..., M,], donde las matri-

ces M; son del tipo del teorema 6.28 para cada factor invariante de A.
Entonces I, — A = [z — M;,...,xI — M,], luego

polcar A = |zl — M| - - |xI — M,|.

Por el caso particular ya probado estos factores son los factores invariantes de
A, luego el teorema es cierto para formas candnicas.

Finalmente, si A es cualquier matriz, su polinomio caracteristico es el mismo
que el de su 12 forma candnica, que es el producto de sus factores invariantes,
que son también los factores invariantes de A. n

Una consecuencia es el llamado teorema de Cayley, segun el cual toda matriz
es raiz de su polinomio caracteristico (porque éste es un multiplo de su polinomio
minimo).

Las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico, aunque el
reciproco no es cierto, pues el polinomio caracteristico no determina los factores
invariantes o los divisores elementales.

Por ejemplo, sabiendo que polcar A = (z — 2)?(z — 1)2, los invariantes de A
podrian ser:

Factores invariantes Divisores elementales
(x—2)%(x—1)° (x—2)% (z—1)
x—2, (x—2)(z—1)2 r—2, x—2x—1)>
z—1, (x—2)%*(z 1) r—1, z—1, (x —2)?

(z=2)(z-1), (x—-2)(xz—-1) -2, z—2, z—1, x—1

Los coeficientes del polinomio caracteristico p(z) de una matriz A son inva-
riantes por semejanza. El primero y el dltimo de estos coeficientes (aparte del
director, que es igual a 1) son especialmente simples.

El término independiente es p(0) = |0I, — A] = | — A] = (—=1)"|A|. De
aqui se sigue algo que ya sabfamos: que las matrices semejantes tienen el mismo
determinante.

Para calcular el coeficiente de ™! observamos que, segtn la definicién de
determinante, uno de los sumandos de p(z) es

(@ —an) (2= ann) =" = (a11 + -+ apn)2" 7 4o

y ningiin otro sumando tiene monomios de grado n — 1.
Asf pues, el coeficiente de grado n — 1 de p(x) es —(a11 + -+ + ann)-
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Definicién 6.38 Llamaremos traza de una matriz A € Mat, (K) a
Tr(A) = a1 + -+ + ann.

Hemos probado que las matrices semejantes tienen el mismo determinante
y la misma traza. Por ello podemos definir el determinante y la traza de un
endomorfismo como el de cualquiera de sus matrices.

Las raices del polinomio caracteristico de un endomorfismo contienen in-
formacién muy importante sobre el mismo. Vamos a comprobarlo. Sea h un
endomorfismo de un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K y sea A su matriz
en una base. Sea a € K una raiz de polcar A. Entonces |al, — A] = 0, lo
que significa que la matriz al,, — A no es regular, luego el endomorfismo que
determina, es decir, al — h, no es inyectivo, luego su ntcleo no es trivial, luego
existe un vector v € V no nulo tal que h(v) = aw. Reciprocamente, si existe un
vector v no nulo tal que h(v) = awv, invirtiendo el razonamiento llegamos a que
« es raiz de polcar A.

Definicién 6.39 Sea h un endomorfismo de un espacio vectorial V' sobre un
cuerpo K. Si un vector v € V no nulo cumple h(v) = av para cierto « € K,
diremos que v es un vector propio de h y que « es un wvalor propio de h.

Acabamos de probar que los valores propios de un endomorfismo h son exac-
tamente las raices de su polinomio caracteristico.

Cada vector propio tiene asociado un tnico valor propio. Reciprocamente,
si @ € K es un valor propio de h, entonces « tiene asociado el espacio

S(h,a) ={v eV |h(v) =av},

que es un subespacio vectorial no trivial de V' al que llamaremos espacio funda-
mental de «.

Un caso especialmente interesante es el subespacio S(h, 1), que estd formado
por los puntos fijos de h.

Ejemplo Sea h un endomorfismo de R* cuya matriz en la base canénica sea
la matriz A del ejemplo anterior. Hemos calculado

polcar A = (z — 2)%(z — 1),

luego sus valores propios son 1y 2.
El sistema de ecuaciones lineales (u,v,w,z)A = (u,v,w,z) tiene solucién
(—4v,v,—5v,2v) para cualquier v, luego

S(h,1) = ((—4,1,-5,2)).
Igualmente se calcula

S(h,2) =((-2,1,0,0),(-3,0,—6,2)).
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Como el polinomio caracteristico es el producto de los divisores elementales,
los valores propios son las raices de los divisores elementales. Como éstos son
potencias de irreducibles, es obvio que « es un valor propio de h si y sélo
si uno de los divisores elementales de h tiene la forma (z — «)°. El teorema
siguiente muestra exactamente la relacion entre los valores propios y los divisores
elementales.

Teorema 6.40 Sea K un cuerpo, V un K-espacio vectorial de dimension fi-
nita y h un endomorfismo de V. Sea V' = (V1)) ® -+ ® (Ur) )y la descom-
posicion de V' en submddulos asociada a los divisores elementales, es decir, tal
que polminv; = p;(x)® con p;(z) irreducible. Sea o € K un valor propio de h
y supongamos que p; = — « para i = 1,...,s. Entonces:

1. S(h,a) = ((x —a) oy, (x — )Ty, .
2. dim S(h,a) = s.
Siaq, ..., a; son todos los valores propios de h, entonces se tiene la suma directa
S=SMh,a1)® - ®S(h,ay).
Al espacio S se le llama espacio fundamental de h.

DEMOSTRACION: Un vector v # 0 es propio con valor propio « si y sélo si
(x—a)v = 0, luego es inmediato que los vectores (x —a)“ 1oy, ..., (x—a)% tu,
estdn en §(h, ). Por lo tanto tenemos la inclusién

((z—a) oy, (2 — a)es_lvs>k < S(h,a).

Veamos ahora la otra inclusién. Si v € S(h,a), por la descomposicién de V/
tenemos en principio que v = fi(x)v1 + - -+ + f.(x)v, para ciertos polinomios
fi(x). Segun el teorema 6.27 podemos exigir que grad f;(z) < e;.

Como v es un vector propio, se cumple que (z — a)v = 0, o sea,

(x —a)fi(zx)vy + - + (. — @) fr(x)v, = 0.

Como la suma es directa cada sumando es nulo y, por definicién de polinomio
minimo, resulta que p;(z)¢ | (x — «) f;(x) parai=1,... 7.

Sii > s tenemos que p;(x) # x — a, luego p; () | fi(z) y asi f;(x)v; = 0,
con lo que la expresion de v se reduce a

v=fi(@)v + -+ fs(z)vs.

Para i < s tenemos que (x — )% | (z — ) fi(z), de donde (x — )%~ | fi(z),
es decir, fi(x) = ¢;(z)(x — a)%~1, pero tenemos también que grad f;(z) < e;,
luego la tinica posibilidad para ¢;(z) es que sea una constante ¢; € K. Con esto
la expresion de v queda en

1 1

V= Q1(£E — a)ﬁ* vy 4+ qs(x _ a)657 Vs,

lo que prueba la igualdad.
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Estos generadores son independientes, pues cada uno estd contenido en un
sumando directo distinto. Por la misma razén los distintos espacios fundamen-
tales tienen suma directa, pues estan contenidos en sumandos directos distintos
(los correspondientes a los divisores elementales con raiz el valor propio corres-
pondiente). "

La matriz A de los ejemplos anteriores tiene divisores elementales x — 2,
x -2y (x—1)% por lo que el teorema anterior nos da que dim S(h,2) = 2y
dim S(h,1) =1 (como ya habfamos comprobado).

Consideremos por ultimo el caso en que V' es un espacio vectorial euclideo.
En estos espacios conviene trabajar inicamente con bases ortonormales. Esto
nos obliga a restringir como sigue la relacién de semejanza:

Definicién 6.41 Diremos que dos matrices S, T' € Mat, (R) son congruentes
si existe una matriz P € O(n) tal que T = P~'SP.

La interpretacion de esta relacion es sencilla. Supongamos que S y T son
dos matrices de un mismo endomorfismo h en dos bases ortonormales B y C.
Entonces sabemos que T = P~1SP, donde P es la matriz de cambio de base
entre B y C o, en otros términos, la matriz de la identidad en R™ respecto de
las bases B y C. Ahora bien, como la identidad es una isometria y las bases son
ortonormales, sabemos que P ha de ser una matriz ortogonal, luego S y T son
congruentes. Reciprocamente, si S es la matriz de h en una base ortonormal y
T es una matriz congruente con .S, entonces existe una base ortonormal de V'
respecto a la cual la matriz de h es T.

La teoria anterior no es aplicable directamente a este contexto, pues las
formas candnicas de una matriz dada no son necesariamente congruentes con
ella, luego no nos sirven como formas candnicas para la congruencia. En lugar
de obtener resultados genéricos sobre endomorfismos vamos a restringirnos a
isometrias, pues la situacion se simplifica considerablemente y, al fin y al cabo,
es lo Unico que vamos a necesitar. La clave la proporciona el teorema siguiente:

Teorema 6.42 Sea A una matriz ortogonal. Entonces las raices complejas del
polinomio minimo de A son simples y de modulo 1.

DEMOSTRACION: Vamos a considerar V' = C" como C-espacio vectorial y
h:V — V el isomorfismo definido por A en la base candnica. Asi, h(v) = vA.

Veamos ante todo que el polinomio minimo de A es el mismo tanto si la
consideramos como matriz real o como matriz compleja. Sea p(x) el polinomio
minimo real y g(z) el polinomio minimo complejo. Como p(A4) = 0 es claro que
q(z) | p(z) (el reciproco no vale porque p(x) divide a todos los polinomios reales
que anulan a A). Descomponemos ¢(z) = ¢1(x)+gz2(z)i, con ¢1(z), g2(z) € Rz].

Como ¢q(A4) = q1(A) + ¢2(A)i = 0, ha de ser g1(A) = ¢g2(A) = 0, luego p(x)
divide a ambos, luego p(z) | ¢(x).

Sea « una raiz del polinomio minimo de A. Entonces es un valor propio,
luego existe un v € V no nulo tal que vA = av. Trasponiendo y conjugando esta
ecuacién obtenemos Alv' = av! y A = @v, donde ¥ es el vector que resulta de
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conjugar cada coordenada de v. La matriz A no necesita ser conjugada porque
sus coeficientes son reales. La linealidad de la conjugacién hace que la igualdad
siga siendo cierta.

Ahora multiplicamos las ecuaciones: 1AA! = aavvt, y como A es ortogo-
nal la expresién se reduce a vvt = |a|?vvt.

Pero vv! es la suma de los cuadrados de los médulos de las coordenadas de
v. Como v no es nulo, v’ # 0, luego |a|? =1y asi, |a| = 1.

Supongamos que el polinomio minimo tiene una raiz multiple o. Entonces
un divisor elemental de A es de la forma (x — «)” con r > 2. Sea v € V tal que
su polinomio minimo sea (z — )" y sea u = (x — a)"~2. Entonces (x — a)u # 0,
pero (z — a)?u = 0.

En otros términos, si w = (x — o)u, tenemos que w # 0 pero (x — a)w = 0,
o también:

w=uA—au#0 y wA=aauw.

Despejamos en la primera ecuacién y trasponemos: A'u! = w! + au!, con-
jugamos la segunda: WA = aw, las multiplicamos: wAA'u! = aww? + acwut,
aplicamos que A es ortogonal y que « tiene médulo 1, con lo que llegamos a
wu! = aww' + wul.

O sea, aww® = 0, de donde ww? = 0, pero w’ es la suma de los cuadrados
de los médulos de las coordenadas de w # 0, luego no puede ser cero. ]

Asf pues, los factores irreducibles (en R[z]) del polinomio minimo de una
matriz ortogonal han de ser o bien x — 1, o bien x + 1, o bien de la forma

(z — (cosf + isenf)) (z — (cos# —isend)) = 2* — 2cos bz + 1,

para un cierto 6 € |0, 7[ (aqui es esencial la clausura algebraica de C). Ademds
han de ser distintos dos a dos. Los divisores elementales dividen al polinomio
minimo, luego han de tener todos exponente 1, es decir, han de ser irreducibles.

El polinomio caracteristico es el producto de los divisores elementales, luego
éstos son precisamente los factores irreducibles del polinomio caracteristico,
luego el polinomio caracteristico de una matriz ortogonal determina los divi-
sores elementales y consecuentemente también los factores invariantes.

Ejemplo Consideremos la matriz

1/9 —4/9 8/9
B=| -4/9 7/9 4/9
8/9 4/9 1/9

Es facil comprobar que se trata de una matriz ortogonal. Podriamos calcular
sus factores invariantes con el algoritmo que conocemos, pero no es necesario.
Basta calcular el polinomio caracterfstico, que resulta ser (z +1)(x —1)2. Como
sabemos que los divisores elementales son irreducibles, han de ser x + 1, z — 1
y « — 1, de donde los factores invariantes son x — 1y (z + 1)(z — 1). n

Esto significa que dos matrices ortogonales son semejantes si y sélo si tienen
el mismo polinomio caracteristico, pero vamos a probar que de hecho en tal caso
son congruentes (con lo que la semejanza equivaldrd a la congruencia).
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Teorema 6.43 Sea V' un espacio vectorial euclideo y h : V. — V una iso-
metria con divisores elementales p1,...,p,. Entonces V admite una descompo-
sicion de la forma

V = <vl>k[z] 1L <U7">k[z] 5

donde pol minv; = p;.

DEMOSTRACION: Vamos a probar por induccién sobre la dimensién de V
que existe una descomposicién como la indicada de modo que los polinomios
minimos de los generadores son irreducibles (sin afirmar que sean los divisores
elementales de h). Esto implica inmediatamente el teorema por la unicidad de
los divisores elementales.

Si la dimensién de V' es 1 es evidente.

Sea p un divisor elemental de h y sea v € V tal que polminv = p. Sea
W = (v)k[m]. Entonces V =W 1L W+. Tenemos que W es invariante y como h
es biyectiva de hecho h[W] = W. Puesto que h conserva el producto escalar, es
claro que h[W+] = h[W]+ = W, luego podemos restringir h a una isometria
de W+ y aplicar la hipétesis de induccién. "

Si tomamos una base ortonormal de cada uno de los subespacios de la des-
composicién del teorema anterior, su unién nos da una base ortonormal de V'
en la cual la matriz de h estd formada por cajas [My, ..., M,], donde M; es la
matriz de la restriccion de h al subespacio i-ésimo.

Como los divisores elementales tienen grado 1 o 2, éstas son las dimensiones
de las cajas. Si p; = z — 1 podemos tomar como base el vector v; y, puesto que
h(v;) = v;, la caja correspondiente es un 1.

Si p; = ¢ + 1 tomamos igualmente la base v; y ahora h(v;) = —v;, luego la
caja es un —1.

Si p; = 22 —2cosfx +1, entonces la caja M; es una matriz de O(2) cuyo tinico
divisor elemental (luego también su unico factor invariante, luego su polinomio
caracteristico) es p;, luego su determinante es el término independiente 1 y su
traza es 2cosfl. Estas condiciones determinan completamente la matriz. En
efecto, dada una matriz cualquiera

a b
=(r 1)
la ecuacién AA? = I implica a2 +b*> =1, 2 +d*> =1, ac+bd = 0. La
ecuacién A*A = I nos da también a? + c? = 1, b? + d? = 1, de donde se sigue
inmediatamente ¢ = +b y d = Fa. La ecuacién ac + bd = 0 implica que los

signos han de ser distintos, es decir, d = +a y ¢ = Fb. Si exigimos que el
determinante sea 1, es decir, ad — bc = 1, llegamos a que d = a 'y ¢ = —b. La

matriz es, por lo tanto,
a b
A= ( o b )

Al considerar la traza vemos que a = cos 8 y la ecuacién a? +b? = 1 implica
que b = £senf. Cambiando el signo al segundo vector de la base si es preciso,
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podemos exigir que b = senf. En definitiva obtenemos la matriz

cos)  senb
My = < —senf cosf )

que definimos en el capitulo IV y que corresponde al giro de angulo 6. Vamos a
recoger lo que hemos obtenido.

Definiciéon 6.44 Diremos que una matriz ortogonal esta en forma candnica si
es de la forma [My,..., M,], donde cada caja M; es £1 o bien My, para un
dngulo 0 € 0, 7[.

Hemos probado que toda isometria admite en una cierta base ortonormal una
matriz en forma candnica con tantas cajas iguales a 1 como divisores elementales
iguales a = — 1, tantas cajas iguales a —1 como divisores elementales iguales a
x + 1 y tantas cajas de la forma My como divisores elementales de la forma
2?2 — 2cosfz + 1 (para 0 € )0, 7[).

El hecho de que las cajas estén determinadas por (y de hecho determinen)
los divisores elementales implica que dos formas candénicas no son congruentes
(salvo que se diferencien en una permutacién de las cajas).

Si a esto anadimos que los divisores elementales estan determinados por el
polinomio caracteristico, concluimos:

Teorema 6.45 Dos matrices ortogonales son congruentes si y solo si son se-
mejantes, si y solo si tienen el mismo polinomio caracteristico.

Dedicamos la seccién siguiente a interpretar geométricamente estos hechos.

6.6 Clasificacion de isometrias

Los resultados de la seccién anterior contienen esencialmente la clasificacién
de las isometrias (afines) con un punto fijo, pues ésta se reduce a estudiar la iso-
metria lineal asociada. El teorema siguiente nos reduce a este caso el problema
general.

Teorema 6.46 Sea E un espacio afin euclideo y f € Is(E). Entonces f se
descompone de forma tnica como f = go Ty, donde g es una isometria con un
conjunto no vacio G de puntos fijos y U € G. Ademds en tal caso G = S(f, 1)

yf="T50g.

DEMOSTRACION: Probemos primero la unicidad. Dada una descomposicién
f = goTy en las condiciones del enunciado, es claro que f = ¢, luego tenemos que
G= S(g,1) = S(f, 1). Si P es un punto fijo de g se cumple que f(P) = P + ¥,
luego Pf(P) =€ S(f,1).

Si f = ¢’ o Ty es otra descomposicion en las cond1c1ones del enunciado y P’
es un punto fijo de ¢’, tendremos igualmente que P'f(P') v € S(f, 1). Un
simple calculo nos da

—> —

7— =PP — f(PP) € S(f.1) nIm(f — 1).
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Si probamos que E = S(f, 1) L Im(f— 1) tendremos que ¥ = ', luego
también g = ¢'.

Notar que S( f: 1) es el nicleo de f — 1, luego basta probar que los dos
espacios son ortogonales y por las dimensiones su suma serd todo E. Ahora
bien, dados Z € S(f,1) e 7= f(Z) — Z € Im(f — 1), se cumple

#j=2f(7) - 37 = f(D) f(5) - #7=a7 - 57 =0,

pues f conserva el producto escalar.
Para probar la existencia fijamos un punto O arbitrario y descomponemos

SN — P —

Of(0) = v+ f(w) — w,
con 7€ S(f,1) y f(@) — @ € Im(f — 1) (usando la descomposicién de E que
acabamos de obtener). Entonces, para todo punto P se cumple

—_— —

Pf(P) = PO + Of(0) + f(OP) = 7+ (f — 1)(w% + OP).

—
En particular, si tomamos A de modo que OA = —& la férmula anterior se
—_—, -
reduce a Af(A) = v € S(f,1). Equivalentemente, f(A) = A+ ©.
Definimos g = f o T_z Asi g es ciertamente una isometria, se cumple

f=goTyyademds g(A) = f(A) — ¥ = A, luego el conjunto G de sus puntos
fijos es no vacfo. Més atn, es claro que G = S(g,1) = S(f7 1) y por consiguiente
ied.

Por 1ltimo, se cumple que f = Ty o g porque para todo punto P tenemos

—

9(P+ 1) = g(P) + §(v) = g(P) + f(0) = g(P) + T = f(P).

Un par de observaciones complementarias: en el teorema anterior se cumplira
v =0 siy solosi f tiene un punto fijo. Por el teorema 6.2, si f no tiene puntos
fijos entonces dim G > 1.

Existen tres clases basicas de isometrias: las traslaciones, los giros y las
simetrias. Ya conocemos las primeras y parcialmente los giros. Vamos a analizar
con mas detalle los giros y las simetrias y después veremos en qué sentido se
reducen a estos tres tipos las isometrias arbitrarias.

Definicién 6.47 Una isometria f de un espacio afin euclideo es un giro de
angulo 6 si tiene un punto fijo y la forma candnica de f es [Mp,1,...,1], donde

M0:< cos)  senfb )

—senf cosf

Observamos que My es la identidad si y sélo si 6 es miltiplo de 27, en cuyo
caso f es la identidad. Exceptuado este caso, si el espacio E tiene dimensién n,
el espacio fundamental S/( f, 1) tiene dimensién n—2, luego f tiene una variedad
G de puntos fijos de dimension n — 2.
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Si E es un plano, entonces G se reduce a un punto O y f es un giro de
angulo 6 alrededor de O en el sentido que ya discutimos en el capitulo IV. El
punto O se llama centro del giro. Recordemos que hay dos giros de angulo 6
con un mismo centro O, que sobre un mismo sistema de referencia de origen O
se corresponden con las matrices M1y (de modo que al cambiar el signo de un
vector de la base el giro de matriz My pasa a tener matriz M_gy y viceversa).

Si la dimension de F es 3 entonces la variedad de puntos fijos de un giro f
distinto de la identidad es una recta r llamada eje del giro. Sea ¥, U, U3 la base
ortonormal en la que f tiene matriz [Mpy, 1]. Si O es cualquier punto del eje de
giro r, entonces r = O + (U3) y el plano ortogonal a r dado por O + (U, 7Us) es
fijado por f. En el sistema de referencia (O; ¥, Us) la matriz de la aplicacién
lineal asociada a la restriccién es My. Asi pues, f gira los puntos de cada plano
perpendicular a r respecto al centro O en el cual r corta a tal plano.

En general, si G es una variedad de dimensiéon n — 2 en E, un giro de angulo
0 respecto a G es una isometria que deja invariante a cada punto de G y que se
comporta como un giro (plano) de angulo 6 sobre cada plano perpendicular? a
G (con centro en el punto de interseccién). Hay exactamente dos giros en estas
condiciones.

Dada la expresién en coordenadas de un giro (no necesariamente la canénica)
resolviendo un sistema de ecuaciones lineales se obtiene la variedad de puntos
fijos. El dngulo de giro estard determinado salvo signo por el hecho de que
2cosf + n — 2 es la traza de la matriz asociada (pues esto es cierto para la
matriz en forma candnica y la traza es la misma en todas las matrices).

Introducimos ahora el concepto de simetria. La idea es que la imagen de
un punto P por una simetria respecto a una variedad L se obtiene trazando la
recta perpendicular a L por Py tomando en ésta el punto P’ que se encuentra
a la misma distancia que P del punto de corte. De este modo, el punto de corte
es el punto medio del segmento PP’. Vamos a formular analiticamente esta
descripcién de las simetrias.

En primer lugar, dado un espacio afin euclideo E y una variedad L distinta
de todo F, por cada punto P exterior a L pasa una tnica recta r perpendicular
a L. En efecto, dado @ € L descomponemos P_Cj =¥+, con U € E7 @ e Lt
Sea R=P+w =@ —¢. Claramente R € L y r = PR es perpendicular a L y
pasa por P. Adem4s es tnica, pues si una recta PR’ cumple lo mismo, es decir,

— - — . _— — . .
PR’ 1 L, entonces RR’ serfa ortogonal a PR y PR’ lo cual es contradictorio
salvosi R=R'.

—

Por otra parte, dados dos puntos Py P’, tenemos que P’ = P+ PP’, luego el
—

punto medio entre ambos sera M = P+ %PP’ , que es el inico punto que cumple

PM = MP’. Esto sirve como definicion de punto medio en cualquier espacio

4 Aqui entendemos que dos variedades L y L’ son perpendiculares si tienen un punto en
comiin, necesariamente tinico, y L L L’. Notar que en este sentido fuerte dos planos del
espacio tridimensional nunca pueden ser perpendiculares.
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afin,® no necesariamente euclideo. Una definicién equivalente pero simétrica es
1 1
M=-P+_-P
2 2

(ver pag 87). Esta definicién tiene sentido incluso si P = P’, en cuyo caso el
punto medio es M = P = P’.

Notar que dados dos puntos P y M siempre existe un tinico punto P’ tal
que M sea el punto medio de P y P’. Necesariamente P’ ha de ser el baricentro
P'=2M — P.

Con todas estas observaciones ya podemos justificar la existencia de simetrias
respecto a variedades cualesquiera:

Definicion 6.48 En un espacio afin euclideo F, llamaremos simetria respecto
a una variedad L de E a la tdnica aplicacién sy, : E — E que fija a todos los
puntos de L y que a cada punto P exterior a L le asigna el tinico punto sy, (P)
tal que la perpendicular a L por P corta a L en el punto medio entre Py sy, (P).

En particular la simetria respecto a E es la identidad. No es necesario
distinguir la forma en que una simetria respecto a una variedad L actia sobre
los puntos de L y sobre los puntos exteriores a L. En cualquier caso, el punto
P’ = s;,(P) estd determinado por las relaciones

_— - 1 1
PPlelt vy ~P+-P el
2 2
Las simetrias respecto a puntos, rectas y planos se llaman respectivamente
simetrias puntuales, aziales (lat. ‘respecto a un eje’) y especulares (lat. ‘respecto
a un espejo’). Las simetrias respecto a hiperplanos se llaman reflexiones.

Teorema 6.49 Las simetrias de un espacio afin euclideo son isometrias. Ade-
mas una isometria f es una simetria si y solo si fo f=1.

DEMOSTRACION: Sea E un espacio afin euclideo y L una variedad lineal
de F, que podemos suponer distinta de todo el espacio. Tomemos una base
ortonormal ¥y, .. ., U, de L y completémosla hasta una base ortonormal v, . . ., ¥,
de E. Tomemos un punto O en L y definamos s, (P) = O + §'L(O—F>’), donde &,
es la isometria lineal que en la base anterior tiene matriz [1,...,1,—1,...,—1].

—— ———

T n—r

Dado un punto P = O + a1 v + - - - + a,, U, €s claro que

Psp(P) = —20,410p41 — -+ — 20,0y, € EJ‘,
1 1 l— 11— o S
§P+§sL(P):O+§OP+§OSL(P):O+alvl+-~-+arvr e L.

5En realidad hemos de suponer que el cuerpo tiene caracteristica distinta de 2. En caso
contrario no existen puntos medios ni, como se ve facilmente, tampoco simetrias. En lo
sucesivo supondremos tacitamente carK # 2.
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Por consiguiente la isometria sy, es la simetria respecto a L.

Con esto hemos visto que las simetrias son las isometrias con al menos un
punto fijo y cuya aplicacion lineal asociada tiene como matriz candnica una de
la forma [1,...,1,—1,...,—1]. Es claro que al multiplicar una matriz de este
tipo por si misma se obtiene la matriz identidad. Reciprocamente, si fo f =1,
sea f = g o Ty en las condiciones del teorema 6.46. Entonces g o g o Toy = 1,
luego go g = fo fz 1y 20 =0, luego ¢ =0 (y por lo tanto f tiene un punto
fijo) y la forma canénica de f ha de constar s6lo de cajas +1, pues si contuviera
cajas My, su cuadrado contendria cajas Msg, que son distintas de la identidad
salvo que 6 = 1,7, en cuyo caso My = [£1, £+1]. n

Ahora podemos clasificar las isometrias de los espacios de dimensiones bajas.
En general, cuando hablemos del determinante, la traza, etc. de una isometria
nos referimos, naturalmente, a los de su aplicacion lineal asociada.

Isometrias de una recta Si f es una isometria de una recta euclidea, enton-
ces la forma canénica de fha de ser [£1]. Si el signo es positivo se tratard de
una traslacion, mientras que si es negativo se tratard de una simetria puntual
(notar que f tendrd un punto fijo por el teorema 6.2).

Isometrias del plano Si f es una isometria del plano y su determinante es
positivo entonces la forma candnica de f ha de ser de la forma My (incluyendo
aqui las posibilidades [+1,+£1]). Si f tiene un punto fijo entonces serd un giro
(o la identidad), mientras que si f no tiene puntos fijos entonces f ha de ser la
identidad (por el teorema 6.2), luego f es una traslacion.

Si el determinante es negativo, la forma canénica de f ha de ser [1,—1]. Si
f tiene un punto fijo, entonces se trata de una simetria axial, mientras que si
no tiene puntos fijos, el teorema 6.46 implica que f es la composicién de una
simetria axial con una traslacién respecto a un vector en la direccién del eje de
simetria.

Isometrias del espacio Si f es una isometria del espacio (tridimensional) y
su determinante es positivo, entonces la forma candnica de f ha de ser de la
forma [Mp,1]. Si f tiene un punto fijo serd un giro (quizé la identidad). Si no
lo tiene aplicamos el teorema 6.46 para concluir que f es la composicién de un
giro con una traslacion respecto a un vector en la direccién del eje de giro. Si el
giro es la identidad tenemos simplemente una traslaciéon. En caso contrario la
isometria es lo que se llama un giro helicoidal, pues describe el movimiento de
una hélice, que gira y avanza al mismo tiempo.

Si el determinante es negativo entonces la forma canénica de f serd de la
forma [My,—1]. Si My # I, entonces f no tiene puntos fijos, luego f ha de
tener uno exactamente, luego f es la composiciéon de un giro con una simetria
especular respecto a un plano perpendicular al eje de giro (el punto fijo de f es
la interseccién entre el eje y el plano). Si My = I entonces o bien f tiene puntos
fijos y se trata de una simetria especular, o bien no los tiene, y se trata de una
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simetria especular compuesta con una traslacién en direcciéon perpendicular al
plano de simetria.
La tabla siguiente resume la clasificacion:

| Dim. | Det. | Con punto fijo | Sin puntos fijos
1 +1 | Identidad Traslacion
—1 | Simetria puntual —
2 +1 | Giro Traslacion
—1 | Simetria axial Simetria con traslacién
3 +1 | Giro Traslacién o

Giro helicoidal
—1 | Simetria especular | Simetria con traslacion o
Giro y simetria

Ejercicio: ;Por qué no aparecen en la tabla las simetrias puntuales en dimension 2 y
3 ni las simetrias axiales en dimensién 37

Ejercicio: Clasificar las isometrias en dimensién 4.

El signo del determinante de una isometria tiene una interpretacién geomé-
trica intuitivamente muy simple, pero que ain no estamos en condiciones de
justificar matematicamente. Por ejemplo, los tres tridngulos de la figura son
congruentes,

el primero se transforma en el segundo mediante un giro (que tiene determi-
nante 1) y es posible realizar la transformacién gradualmente sin salir del plano,
es decir, podemos desplazar uno de los tridngulos hasta que se superponga con
el otro. En cambio, el segundo tridngulo se transforma en el tercero mediante
una simetria axial, y no es posible superponer uno al otro sin sacarlo del plano.
Concretamente, para superponerlos es necesario aplicarle a uno un giro en el
espacio tomando como eje el eje de simetria.

Lo mismo sucede con figuras tridimensionales. Por ejemplo, es posible llevar
un guante derecho sobre otro guante derecho mediante un movimiento gradual
que termine superponiéndolos, mientras que no es posible superponer un guante
derecho con un guante izquierdo, pese a que también son congruentes (a través
de una simetria especular). Para superponerlos tendriamos que girar uno de
los guantes respecto al plano de simetria (el espejo) en un espacio de cuatro
dimensiones.
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En general, las isometrias con determinante positivo se llaman isometrias
directas o movimientos, y son las isometrias que pueden realizarse mediante un
movimiento continuo que desplace las figuras sin deformarlas a través del espa-
cio. Las isometrias de determinante negativo se llaman inversas, y es imposible
realizarlas sin “salirse” del espacio.

Llamaremos Is™(E), Is™(E) a los conjuntos de las isometrias directas e in-
versas, respectivamente, de un espacio afin euclideo £y O*(V), O~ (V) a los
conjuntos de las isometrias lineales directas e inversas de un espacio vectorial
euclideo V. Notar que IsT(E) y Ot (V) son grupos, mientras que Is™ (E) y
O~ (V) no lo son. Los giros y las traslaciones son isometrias directas. En un
espacio de dimensién n, el signo de una simetria respecto a una variedad de
dimensién m es (—1)"~™. En particular las reflexiones son isometrias inversas.

Es obvio que Is(E) estd generado por las traslaciones, los giros y las refle-
xiones, mientras que Is™ (F) estd generado por las traslaciones y los giros. Los
teoremas siguientes nos permitirdn refinar estos hechos.

Teorema 6.50 Si L es una variedad lineal en un espacio afin euclideo, U un
vector ortogonal a L y L' = U+ L, entonces sy, o s, = Thy.

DEMOSTRACION: Tomemos un punto arbitrario P. Sea P’ = sp(P) y sea
P" = s/ (P"). Por definicién de simetria

11 .
M=SP+sP el y PP eIt

Llamemos M’ = M +@ € L'. Entonces P'M’ = P'M+MM' = 1 P'P+v e Lt

. .7 . ’ eyl e 1 7’
y de nuevo por la definicién de simetria P'P” = 2 P'M’. Asi pues,

—_— —
PP"=PP + P'P'"=2MP +2P' M =2MM' = 27.

n
P L L P
p

El teorema anterior implica que toda traslacién se puede expresar como
composicién de dos simetrias (respecto a dos variedades paralelas de dimensién
arbitraria). Por consiguiente el grupo Is(E) estd generado por los giros y las
reflexiones, y si dim E > 2, el grupo Is™(E) estd generado por los giros (pues
cada traslacién puede sustituirse por dos simetrias respecto a dos variedades de
dimensién n — 2, y éstas son giros de amplitud ).
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Teorema 6.51 Sea E un espacio afin euclideo de dimension n > 2. Entonces
el grupo Is(E) estd generado por las reflexiones y el grupo IsT(E) estd generado
por los giros.

DEMOSTRACION: La segunda parte es evidente. Para probar la primera
afirmacion es suficiente ver que todo giro se expresa como composicién de dos
reflexiones. Sea f un giro y (O;v,...,7,) un sistema de referencia ortonormal
tal que O sea un punto fijo y ftenga forma candnica [Mp, 1,...,1] respecto a
la base dada. Sea V (¥, ). Claramente V es un subespacio invariante para f
su restriccién a V tiene matriz My y restringida a V= es la identidad.

Sea g la reflexién que fija a O y tal que en la base dada § tiene matriz
[-1,1,...,1]. Entonces g es también la identidad en V- y su restriccién a V
tiene matriz [—1,1]. Es claro entonces que V y V1 son invariantes para f og,
asf como que ésta es la identidad en el segundo y tiene matriz My[—1,1] en V.
Como esta matriz es ortogonal y tiene determinante —1, su forma candnica es

[—1,1], de donde se sigue que la forma candnica de foges [-1,1,...,1], luego
h = fog es también una reflexién, y f = hog es composiciéon de dos reflexiones.
|

Ejercicio: Probar que si dim E > 3 el grupo Is*(E) est4 generado por las simetrias
respecto a variedades de dimensién n — 2.

6.7 Aplicaciones

Concluimos el capitulo con algunas aplicaciones de los resultados que hemos
visto. En primer lugar probaremos una interesante propiedad de los triangulos
descubierta por Euler: El circuncentro, el ortocentro y el baricentro son siempre
colineales. Llegaremos a ello estudiando el llamado tridngulo medial, que es el
tridangulo que une los pies de las medianas.

A
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En primer lugar observamos que el teorema de Tales implica que los lados
del tridngulo medial ABC’ son paralelos a los de ﬁ, asi como que los del
primero miden la mitad que los del segundo. El teorema de Desargues implica
que ambos son homotéticos, y la razén de la homotecia es —2. El teorema de
Tales prueba también que la mediana AA’ pasa por el punto medio P de B'C’,
luego PA’ es una mediana del tridngulo medial. En general, las medianas del
tridngulo medial estdn contenidas en las del tridngulo de partida, luego ambos
triangulos tienen el mismo baricentro G.

Es facil ver que una homotecia conserva el punto medio de un segmento,
luego el punto medio P del lado B’C” es el homdlogo del punto medio A’ del
lado BC'. Por lo tanto, la mediana PA’ del tridngulo medial se transforma en la
mediana A’A del tridngulo dado, es decir, la homotecia deja fijas las medianas
(comunes) de ambos tridngulos. En particular fija al baricentro G, luego éste
ha de ser el centro de la homotecia.

Por otra parte, es obvio que las alturas del tridngulo medial son las bisectrices
de ﬁ7 luego el circuncentro O de ABC es el ortocentro de su tridngulo medial.

La recta homotética de la altura PA’ del tridngulo medial es su paralela por
el punto A, es decir, la altura AD del tridngulo dado. En general, cada altura
se corresponde con una altura y por lo tanto el circuncentro O (ortocentro de
ABC ) es el homdlogo del ortocentro H de ABC.

Esto prueba que O, H y G se encuentran sobre la misma recta. Més atin, G
estd entre Oy Hy HG = 2GO.

Hay un caso especial, en el que G = O (y necesariamente entonces G = H).
Esto equivale a que las mediatrices coincidan con las alturas, lo que a su vez
equivale a que el tridngulo sea equilatero.

Definicién 6.52 Se llama recta de Euler de un tridngulo no equildtero a la
recta que contiene al su circuncentro, su baricentro y su ortocentro.

Todavia podemos llevar més lejos nuestro andlisis. Sea N el punto medio
—
del segmento OH. Es claro que su homélogo a través de la homotecia anterior

es el circuncentro O de ABC, luego N ha de ser el circuncentro del tridngulo
medial. A

S
S
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Consideramos ahora la homotecia de centro H y razén 1/2. Esta transforma
el circuncentro O de ABC en el punto N, luego transforma la circunferencia
circunscrita de ABC en una circunferencia w de centro N que contiene a los
puntos medios de los segmentos HA, HB y HC, llamémoslos P, @, R. El
tridngulo ATB'C se transforma en ﬁ mediante la homotecia de centro G y
razén —2 seguida de la homotecia de centro H y razén 1/2 (pasando por ﬁ@),
pero estas transforman a N en O y O en N de nuevo, luego la composicion fija
a N, pero ha de ser una homotecia o una traslacién y, como fija a N, ha de ser
una homotecia de centro N y razén £1. Es facil ver que P no puede coincidir
con A’, luego la homotecia no puede ser la identidad, luego en definitiva se trata
de la homotecia de centro N y razén —1 o, si se prefiere, la simetria puntual
respecto de N.

Esto implica que el circulo w contiene también a los pies de las medianas A’,
B’y C'. Més atin, los segmentos PA’, QB’, RC’ son didmetros de w.

Finalmente, si el pie de la altura D es distinto de A’ el tridngulo PDA es
rectangulo, luego su circuncentro es N, luego D estd también en w, y lo mismo
es vélido para E y F. Con esto hemos probado:

Teorema 6.53 En todo tridngulo T = ABC con ortocentro H, los puntos me-
dios de los segmentos HA, HB y HC, los pies de las alturas y los pies de las
medianas estan sobre una misma circunferencia w cuyo centro es el punto medio
entre el ortocentro y el circuncentro de T.

Poncelet llamo a la circunferencia del teorema anterior el circulo de los nueve
puntos® del tridngulo T.

El circulo de los nueve puntos de un tridngulo T es la circunferencia cir-
cunscrita tanto a su tridngulo medial como a su tridngulo értico. Veamos otra
propiedad interesante. Para enunciarla necesitamos definir el dngulo entre una
circunferencia y una recta secante:

Definicién 6.54 Dada una circunferencia w y una
recta 7 que la corte en dos puntos Py @, llamaremos
dngulo entre r y w en P al dngulo (menor) determi-
nado por 7 y la tangente a w por P. Sir es tangente
a w en P convendremos en que el angulo entre r y w
es nulo.

Es facil ver que r determina el mismo angulo « tanto en P como en @, asi
como que éste es la mitad del arco menor determinado por Py @ en w, y por
lo tanto igual a cualquier angulo inscrito en w que abarque el arco PQ.

Teorema 6.55 Los dngulos con que un lado BC de un tridngulo corta a su
circulo de los nueve puntos tiene amplitud |B — C/|.

6Existe una cierta tradicién de llamar circulos tanto a los circulos propiamente dichos como
a las circunferencias. Conservamos el nombre usual, si bien hemos de tener presente que el
circulo de los nueve puntos es en realidad una circunferencia.
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DEMOSTRACION: Con la notacién anterior, el lado corta a la circunferencia
en los punto A’ y D. Es f4cil ver que D = A’ siy s6lo si B = C' (en cuyo caso el
lado es tangente a la circunferencia), por lo que podemos suponer que D # A’
Hemos de calcular cualquier angulo inscrito en la circunferencia que abarque a
D/;l’, por ejemplo

DPA’ = DPN = DAO,

pues las rectas PN y AO son paralelas (son homotéticas desde H).
Claramente DAC = /2 — C, mientras que

ioc

— — e A~
OAC=0CA=3 - —==2-B,

pues B est4 inscrito en la circunferencia circunscrita a ABC.
Esto implica que DAO = |B — C|. n



Capitulo VII

La geometria afin

Nuestra forma de percibir y concebir la realidad contiene las leyes de la
geometria euclidea, de modo que somos capaces de reconocer inmediatamente
como verdaderos muchos de sus principios, pero sucede que la logica de nuestra
intuicién no coincide con la légica interna (algebraica) de la geometria que perci-
bimos. Por ejemplo, el hecho de que las rectas estén ordenadas aparece como un
principio basico porque nos es dado como algo evidente e inmediato, mientras
que desde un punto de vista légico es algo completamente accesorio (la geo-
metria afin contiene el nicleo principal de la geometria y en ella es irrelevante
que el cuerpo esté o no ordenado); reciprocamente, el teorema de Desargues
dista mucho de ser evidente, y sin embargo veremos que es un auténtico pilar
de la geometria afin.

Hasta aqui hemos presentado la geometria partiendo de unos axiomas que
pretendian reflejar nuestra forma de percibirla, partiendo de lo intuitivamente
mas simple hacia lo intuitivamente mas complejo. La tnica excepcién ha sido
que hemos pospuesto hasta el tltimo lugar al axioma de las paralelas (Axioma
E) para mostrar que una gran parte de la teorfa es independiente de él, cuando
en realidad es tan intuitivamente evidente como los axiomas de incidencia que
han constituido nuestro punto de partida. En este capitulo mostraremos una
exposicién alternativa de la geometria, debida a Artin, y que no estd guiada
por la intuicién, sino por la simplicidad logica, de modo que nos permitira
comprender el papel real que juega cada elemento en la teoria general.

7.1 Incidencia y paralelismo

Los axiomas bésicos de la geometria afin son los axiomas de incidencia junta-
mente con el axioma de las paralelas. Al incluir este ultimo axioma, los primeros
pueden simplificarse ligeramente. Partimos, pues, de un conjunto de puntos en
el que hemos destacado dos familias de subconjuntos a los que llamaremos rec-
tas y planos. Los conceptos de colinealidad, etc. se definen como es usual, pero
conviene que modifiquemos la nocién de paralelismo para aceptar que dos rectas
o planos coincidentes se consideren paralelos. De este modo, dos rectas seran
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paralelas si estan contenidas en un mismo plano y son coincidentes o disjuntas,
dos planos serdan paralelos si son coincidentes o disjuntos y una recta y un plano
seran paralelos si son disjuntos o bien la recta esta contenida en el plano.

Definicién 7.1 Un espacio afin (tridimensional) es un conjunto E, a cuyos
elementos llamaremos puntos, junto con dos familias de subconjuntos no vacios
de E a cuyos elementos llamaremos rectas y planos, de modo que se satisfagan
los axiomas siguientes:

Axioma A1l Por cada par de puntos distintos P y @ pasa una unica recta,
que representaremos por PQ.

Axioma A2 Por un punto exterior a una recta pasa una unica paralela.

Axioma A3 Por cada tres puntos no colineales P, Q, R pasa un inico plano,
que representaremos por PQR.

Axioma A4 Si una recta v tiene dos puntos en comun con un plano w, en-
tonces r estd contenida en .

Axioma A5 Ezxisten cuatro puntos distintos no coplanares.

Axioma A6 Si dos planos tienen un punto en comin, entonces tienen dos
puntos en comun.

Tenemos, pues, dos axiomas que describen las rectas, dos axiomas que des-
criben los planos, un axioma de existencia de puntos y un axioma de clausura,
que impone la tridimensionalidad del espacio.

Del axioma A1l se sigue inmediatamente que si dos rectas se cortan, lo hacen
en un unico punto. En el capitulo I exigiamos que cada plano contuviera tres
puntos no colineales. En realidad esto puede probarse con un argumento técnico
que alli preferimos evitar.

Teorema 7.2 Todo plano contiene tres puntos no colineales

DEMOSTRACION: Dado un plano , por definicién es un conjunto de puntos
no vacio. Sea, pues, P € w. Por el axioma A5 existen puntos ) y R no colineales
con P. Si ambos estdn en 7 ya hemos terminado, en caso contrario el plano
PQR corta a wen Py por A6 en otro punto mas. No perdemos generalidad si
suponemos que es @, con lo que R ¢ . De nuevo por A6 existe un punto S no
coplanar con P, ), R. El plano PRS corta a m en P y en otro punto P’ que
no puede estar en PQ, pues PQ estd contenida en PQR (por A4) y en tal caso
los planos PRS y PQR tendrian en comun los puntos P, Ry P’, luego serian
iguales (por A3) y P, Q, R, S serfan coplanares. Por lo tanto, los puntos P, Q,
P’ son tres puntos no colineales en 7. L]

Por equilibrar la simplicidad con la generalidad hemos dado los axiomas para
la geometria tridimensional, aunque seria posible trabajar axiomaticamente con
espacios de cualquier dimensién. Es importante destacar el caso bidimensional.
Los axiomas para la geometria plana se obtienen de sustituir el axioma A5 por
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la existencia de tres puntos no colineales y postular que todos los puntos estan
contenidos en un mismo plano. Alternativamente podemos suprimir todos los
axiomas que nombren planos, con lo que el sistema se reduce a tan sélo tres
axiomas:

Axioma A1l Por cada par de puntos distintos P y @ pasa una unica recta,
que representaremos por PQ.

Axioma A2 Por un punto exterior a una recta pasa una unica paralela.
Axioma A3 Erzisten tres puntos distintos no colineales.

El teorema anterior prueba que todo plano de un espacio afin tridimensional
(con las rectas que contiene) es un espacio afin bidimensional (o simplemente un
plano affn). Todos los resultados que vamos a probar sobre objetos contenidos
en un mismo plano se pueden probar directamente a partir de estos axiomas y
son validos en cualquier plano afin.

Teorema 7.3 Toda recta contiene al menos dos puntos.

DEMOSTRACION: Dada una recta r, por definicién es un conjunto no vacio,
luego contiene un punto P. Sean @ y R dos puntos no colineales con P. Sea s
la paralela a PQ por R. Si r no contuviera méas punto que P, entonces estaria
contenida en el plano PQR, al igual que s, y de hecho serian paralelas, pues P
no estd en s. Pero entonces r y P(Q serian dos paralelas a s por el punto P, lo
cual es imposible. m

Con esto tenemos demostrados todos los axiomas de incidencia de que par-
timos en el capitulo I, luego tenemos a nuestra disposicién todos los teoremas
que a partir de ellos probamos alli. También es valida la prueba del teorema
3.5, que enunciamos aqui en una forma equivalente:

Teorema 7.4 FEl paralelismo es una relacion de equivalencia en el conjunto de
todas las rectas del espacio

La existencia de planos paralelos la demostramos usando el concepto de
perpendicularidad. Veamos que es innecesario:

Teorema 7.5 Por un punto exterior a un plano pasa un unico plano paralelo.

DEMOSTRACION: Sea un plano m = PQR y sea P’ un punto exterior. Sea
P'Q’ la paralela a PQ por P’ y sea P'R’ la paralela a PR por P’. Las rectas
P'Q" y P'R’ son paralelas a 7, pues, por ejemplo, el plano que contiene a PQ y
P'Q’ cortaamen PQ,y P'Q’ no tiene puntos en comin con PQ, luego tampoco
con .

Los puntos P’, Q' y R’ no son colineales, pues en tal caso P'Q’ = P'R/,
con lo que PQ y PR deberian ser paralelas entre si, lo cual es absurdo. Sea
7' = P'Q'R’. Veamos que es paralelo a w. En caso contrario la interseccién es
una recta t que no puede ser paralela a P'Q’ y a P’ R’ simultdneamente, pero es
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imposible que P'Q’ corte a t, o de lo contrario P’'Q’ cortaria a m, cuando hemos
visto que son paralelos. Lo mismo le ocurre a P'R’.

Supongamos ahora que 7’ es otro plano paralelo a m que pasa por P’. El
plano P'PQ corta a ' y a 7" en dos rectas paralelas a PQ que pasan por P,
luego ambas son P'Q’ y asi Q' € «”. Del mismo modo tenemos que R’ € 7,
luego 7"’ = P'Q'R' = 7'. "

Ahora es inmediato que el paralelismo de planos es una relacién de equiva-
lencia. En la prueba del teorema anterior estd implicito que si una recta r estéa
contenida en un plano 7, entonces la paralela a r por un punto P estd contenida
en el plano paralelo a 7 por P.

Definicion 7.6 Un haz de rectas paralelas es una clase de equivalencia de rectas
paralelas, bien de todo el espacio bien en un plano prefijado. Un haz de rectas
concurrentes es el conjunto de todas las rectas (del espacio o de un plano) que
pasan por un mismo punto.

Teorema 7.7 Todas las rectas tienen el mismo numero de puntos.

DEMOSTRACION: Sean r y s dos rectas. Podemos suponer que tienen un
punto en comun P, pues dadas dos rectas arbitrarias, podemos tomar una ter-
cera que pase un punto de cada una.

Digamos que r = PQ y s = PR. Si X € r, la recta paralela a QR que pasa
por X esta contenida en el plano de r y s y no puede ser paralela a s, luego la
corta en un unico punto f(X). Esto define claramente una biyeccién entre los
puntos de 7 y los de s. ]

Ejercicio: Probar que si las rectas de un espacio afin tienen un numero finito p de
puntos, entonces todos los planos tienen p? puntos y el espacio tiene p® puntos.

7.2 Homotecias y traslaciones

El teorema 6.8 caracteriza las homotecias y las traslaciones de un espacio
afin como las biyecciones que transforman cada recta en una paralela. Lo méas
destacable es que no hace falta suponer que las biyecciones sean afines, por lo
que estamos en condiciones de tomar esta caracterizacion como definicién.

Definicién 7.8 Dado un espacio afin E, llamaremos HT(F) al conjunto de to-
das las aplicaciones biyectivas de E en si mismo que transforman cada recta en
una paralela. Es claro que HT(F) es un grupo con la composicién de aplicacio-
nes. Un elemento de HT(E) es una homotecia si tiene al menos un punto fijo y
es una traslacion si es la identidad o bien no tiene puntos fijos.

Probamos en primer lugar un resultado general:

Teorema 7.9 Si dos elementos de HT(E) coinciden en dos puntos distintos
cualesquiera, entonces son iguales.
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DEMOSTRACION: Sean P y @ dos puntos de E y f € HT(E). Veamos
que la imagen de cualquier otro punto R estd determinada por las de P y Q.
Supongamos primeramente que R no estd en la recta PQ. Entonces f[PR] es
una recta paralela a PR, luego es exactamente la recta paralela a PR que pasa
por f(P). Similarmente f[QR] es la recta paralela a QR que pasa por f(Q).
Como PR y QR no son paralelas entre si, las rectas f[PR] y f[QR] tampoco
lo son. En particular no son coincidentes, pero tienen en comin el punto f(R).
Por lo tanto f(R) es necesariamente la interseccién de la paralela a PR por
f(P) con la paralela a QR por f(Q), lo cual s6lo depende de f(P)y f(Q). Con
esto hemos probado que dos elementos cualesquiera de HT(E) que coincidan
sobre P(@ han de coincidir sobre E salvo quiza la recta P(). Tomando una recta
paralela a P(Q), sobre la que ya tenemos que coinciden, el razonamiento anterior
prueba que también coinciden en PQ). m

En particular cada homotecia distinta de la identidad tiene un tinico punto
fijo, al que llamaremos centro de la homotecia.

Probamos ahora una caracterizacion de las homotecias y traslaciones me-
diante una propiedad méas débil que nos sera 1til en la seccién siguiente:

Teorema 7.10 Sea f : E — E una aplicacion tal que para todo par de puntos
Py Q, f(Q) estd sobre la recta paralela a PQ que pasa por f(P). Entonces f
es constante o bien f € HT(E).

DEMOSTRACION: Supongamos que existen dos puntos P y Q tales que
f(P) = f(Q) = X. Entonces, para todo punto R exterior a la recta PQ,
tenemos que f(R) ha de estar en la recta paralela a PR por X y en la recta
paralela a QR por X. Como estas rectas no son paralelas entre si, se cortan
s6lo en X, luego f(R) = X para todo punto fuera de PQ. Sustituyendo P y
Q por dos puntos en una recta paralela a P(Q), el razonamiento anterior nos da
que f(R) = X para todo punto de PQ, luego f es constante.

Dicho de otro modo, si f no es constante, entonces es inyectiva. En tal caso
consideremos dos puntos cualesquiera P y @ y sea R’ un punto exterior a la
recta f(P)f(Q). Por hipétesis las rectas PQ y f(P)f(Q) son paralelas, luego
estdn contenidas en un mismo plano 7. Sea 7’ el plano paralelo a f(P)f(Q)R’
por P. Este corta a 7 en una recta paralela a f(P)f(Q) por P, es decir, en la
recta PQ. El plano Pf(P)R’ corta a 7’ en una r recta paralela a f(P)R', y el
plano Qf(Q)R’ corta a ' en una recta s paralela a f(Q)R’ por Q. Como ambas
estdn contenidas en 7’ y no pueden ser paralelas (porque f(P)R'y f(Q)R' no
lo son) necesariamente se cortan en un punto R. Por hipétesis f(R) estd en la
paralela a PR por f(P) y en la paralela a QR por f(Q), luego estd en rNs 'y
por lo tanto f(R) = R’. Esto prueba que todos los puntos exteriores a la recta
f(P)f(Q) tienen antiimagen por f. Cambiando de puntos probamos lo mismo
para los puntos de la recta exceptuada. Por lo tanto f es biyectiva.

Finalmente, dada una recta r y un punto P € r, la imagen de cualquier punto
Q@ € r ha de estar en la paralela a r por f(P), llamémosla r’. Reciprocamente,
todo punto de 7’ es de la forma f(Q), para un cierto punto @ que ha de estar
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en 7, o en caso contrario f(Q) estarfa en la paralela a PQ por f(P), que seria
una recta distinta a r’. Por lo tanto fr] =" y asi f € HT(E). .

Definicién 7.11 Una traza de f € HT(FE) es una recta r tal que f[r] =r.
Tres hechos obvios sobre trazas son los siguientes:

1. Las trazas de la identidad son todas las rectas.

2. Si f € HT(E), entonces cada punto P que no sea un punto fijo para f
estd en una unica traza, a saber en la recta Pf(P).

3. Si dos trazas se cortan en un punto, entonces éste es un punto fijo.

Teorema 7.12 Las trazas de una homotecia distinta de la identidad son el haz
de rectas que pasan por su centro. Las trazas de una traslacion distinta de la
identidad forman un haz de rectas paralelas al que llamaremos direccion de la
traslacion.

DEMOSTRACION: Si f es una homotecia de centro P, entonces toda recta
PQ es una traza, pues f[PQ] = Pf(Q) ha de ser una recta paralela a PQ, luego
ha de ser PQ. Reciprocamente, si QR es una traza pero no coincide con PQ),
que también es una traza, entonces f(Q) = @, luego f(Q) = Q, luego Q = P.
En cualquier caso la recta QR pasa por P.

Si f es una traslacién, las trazas de f son claramente las rectas de la forma
Pf(P). Hemos de ver que dos cualesquiera de ellas son paralelas. Sea Qf(Q)
una recta distinta. Como f no tiene puntos fijos, las dos rectas son disjuntas.
Hemos de probar que estdn sobre un mismo plano. Ahora bien, f[PQ)] es una
recta paralela a PQ, luego P, Q, f(P) y f(Q) estdn sobre un mismo plano,
luego Pf(P) y Qf(Q) también. "

Teorema 7.13 Si dos traslaciones coinciden sobre un punto son iguales.

DEMOSTRACION: Sea f una traslacién y P un punto arbitrario. Sea @ un
punto fuera de Pf(P). Entonces las trazas Pf(P) y Qf(Q) son paralelas, luego
Qf(Q) es exactamente la paralela a Pf(P) por Q. Igualmente f(P)f(Q) es la
paralela a PQ por f(P). Como Pf(P) no es paralela a PQ, las rectas Qf(Q)
y f(P)f(Q) no pueden ser paralelas, luego no son coincidentes, luego f(Q) es
exactamente la interseccién de la paralela a Pf(P) por Q y la paralela a PQ
por f(P). Esto prueba que dos traslaciones que coincidan sobre P coinciden
también sobre un segundo punto @, luego son iguales por 7.9. ]

Teorema 7.14 Las traslaciones forman un subgrupo normal de HT(E), al que
representaremos por T(E). Las traslaciones con una misma direccion forman
también un subgrupo normal.
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DEMOSTRACION: Es obvio que la inversa de una traslacién es una traslacién
(si f no tiene puntos fijos, f~! tampoco los tiene).

Si f y g son traslaciones, entonces f o g es una traslacién, pues si tiene un
punto fijo (f o g)(P) = P, tenemos que f(P) = g~ (P), luego f = g~1, ya que
ambas son traslaciones y coinciden en un punto. Por consiguiente fog = 1, que
también es una traslacion.

Esto prueba que T(E) es un subgrupo de HT(FE). Veamos que es normal.
Hemos de ver que si f € T(E) y g € HT(E), entonces g~ fg € T(E). En efecto,
si (97! fg)(P) = P, entonces f(g~'(P)) = g~'(P), luego f tiene un punto fijo
y es, por tanto, la identidad. Asi g71fg=1¢€ T(E).

Es facil ver que la composicién de dos traslaciones con la misma direccién
es la identidad o una traslaciéon con la misma direccién, asi como que la inversa
de una traslacién no trivial tiene la misma direccién.

Si f # 1 se cumple que g~ fg es una traslacién con la misma direccién que
f- En efecto, dado P € E, la recta g=*(P), f (g7 (P)) es una traza de f, luego
tiene la direccién de f. Su imagen por g es P(g~!fg)(P), que es paralela a la
anterior y es una traza de (g~ !fg, luego ambas traslaciones tienen la misma
direccién. m

Teorema 7.15 Si existen traslaciones en dos direcciones distintas entonces
T(E) es abeliano.

DEMOSTRACION: Sean f y g dos traslaciones cualesquiera. Hemos de probar
que fg = gf o, equivalentemente, que f~'g~'fg = 1. Podemos suponer que
f #1# g. Supongamos que f y g tienen direcciones distintas. Si f~'¢g~'fg # 1,
entonces g1 fg tiene la misma direccién que f, al igual que f~! y también la
composicién f~1g~1fg (supuesta no trivial), pero del mismo modo se razona
que su direccién es la de g, con lo que tenemos una contradiccién.

Si f y g tienen la misma direccién, por hipétesis existe otra traslacién h con
direccién distinta. Por la parte ya probada fh = hf. Por otra parte, gh no
puede tener la misma direccién que f, o de lo contrario g~1(gh) = h tendria
la misma direccién. Asi pues, fgh = ghf. Uniendo todo esto tenemos que

fgh = ghf = gfh, luego fg=gf. .

7.3 Vectores y escalares

La insdlita hipétesis del teorema anterior nos hace reparar en que ninguno
de los teoremas anteriores nos garantiza que el grupo HT(E) sea no trivial.
Garantizar la existencia de homotecias y traslaciones es un problema técnico
del que nos ocuparemos en la seccién siguiente. Para sortear el obstaculo mo-
mentaneamente introduciremos dos axiomas técnicos de caracter provisional. El
primero se refiere a traslaciones:

Axioma B1 Dados dos puntos P y Q, existe una traslacion Tpg que trans-
forma P en Q.



190 Capitulo 7. La geometria afin

Puesto que las traslaciones estan determinadas por la imagen de un tnico
punto, la traslaciéon T’pg es tnica. Ahora es obvio que existen traslaciones con
direcciones distintas, por lo que el grupo de traslaciones es abeliano.

Con esto podemos recuperar el conjunto de los vectores libres. Llamaremos
E = T(FE), usaremos notacién aditiva, de modo que 0 serd la identidad. La

traslacion Tpg la representaremos por P—C,j, de modo que todo vector de E se
puede expresar de forma tnica como (73 para cualquier punto prefijado O.

La imagen de un punto R por la traslacién P—Cj la representaremos por
R+P—Q>. Las afirmaciones siguientes son reformulaciones de hechos ya probados:

—_— -
1. PP =0,
— — —
2. PQ+ QR = PR,
3. (P+0)+w=P+ (7+w).

Ahora buscamos un cuerpo con el que convertir a E en un espacio vectorial.
En el capitulo anterior probamos que en un espacio afin (en el sentido algebraico)
K* es isomorfo al grupo de homotecias lineales H(E) Maés aun, si anadimos la
aplicaciéon nula a H(E)7 el conjunto que obtenemos puede ser dotado de forma
natural de estructura de cuerpo isomorfo a K. Basta definir la suma de dos
homotecias f y g como la aplicacién dada por (f + g)(¥) = f(¥) + ¢g(¥). Fijando
una base, esta suma y la composicién se corresponden con la suma y el producto
de matrices, pero las matrices de las homotecias lineales (més la aplicacién nula)
son las de la forma o I, donde a € K, luego efectivamente, con estas operaciones
tenemos un cuerpo isomorfo a K.

Nuestro problema es esencialmente definir las homotecias lineales en nuestro
contexto, pero una homotecia lineal se caracteriza porque envia cada vector a
un multiplo suyo y, vistos como traslaciones, esto significa que ambos tienen la
misma direccién.

Definicién 7.16 Una homotecia lineal en un espacio afm FE es un homomor-
fismo de grupos « : E — E tal que para todo ¥ € E se cumple ot = =0o
bien at tiene la misma direcciéon que ¥. Llamaremos K al conjunto de todas
las homotecias lineales de E. A los elementos de K los llamaremos también
escalares.

Observar que el hecho de que una homotecia lineal o sea un homomorfismo
de grupos equivale a que (7 + W) = at' + a.

El homomorfismo nulo, determinado por 07 = 0 para todo 7 € E , es trivial-
mente una homotecia lineal. Lo mismo le sucede a la identidad, determinada
por 1¥ = ¢. Llamaremos —1 a la aplicacién dada por (—1)¥ = —¢. Es claro que
también es una homotecia lineal.

Definicién 7.17 Sean «, § € K, definimos a + 3 como la aplicacién E—E
dada por (a + B)¥ = av 4+ BU. Definimos af como la aplicacién dada por

(ap)v = ﬁ(a(ﬁ)).
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Notar que, vistos como homotecias lineales, el producto de dos escalares es
simplemente su composicion.

Teorema 7.18 FEl conjunto de escalares K es un anillo unitario con las opera-
ciones de la definicion anterior.

DEMOSTRACION: Claramente,
(a+B)(T+10) = a(T+0)+B(0+T) = at+ b+ B0+ i = (a+3)T+ (a+ L),

luego a + ( es un homomorfismo. Si @ = 0 entonces (a + §)7 = 0. Si 7 # 0
entonces a¥ y v tienen la misma traza que ¥, luego su suma también, es decir,
(a4 B)U tiene la misma direccién que ¥, luego a + 5 € K.

Del mismo modo se prueba que o € K. La asociatividad y la conmutativi-
dad de la suma de siguen de las de la suma en E. El neutro es 0 y el simétrico
de a es (—1)a, pues

(a+ (-1)a)T=al+ —at = 0 =07,

luego a+ (—1)a = 0.

Tampoco presenta ningin problema probar la propiedad distributiva (por la
izquierda y la derecha), la asociatividad del producto y el hecho de que 1 es el
elemento neutro del producto (por la izquierda y la derecha). [

Para justificar la existencia de inversos mostraremos primero la relacién entre
las homotecias y las homotecias lineales:

Teorema 7.19 Sea @ € K no nulo y P un punto dado. Eziste una dnica
homotecia f. de centro P tal que Toy = f7 Ty fw, para todo G € E.

(03

DEMOSTRACION: Observar que usamos la doble notacién ¥ = Ty segun si
vemos la traslacién como elemento de E (con notacién aditiva) o como elemento
de HT(FE) (con notacién multiplicativa).

Veamos en primer lugar la unicidad. Sea @ un punto arbitrario y ¥ = Tpq.
Aplicando la férmula del enunciado al punto P tenemos

P+ aPQ = Tag(P) = fu(T5(f3(P))) = fa(Ts(P)) = fa(Q).

Esto prueba que f,(Q) estd completamente determinado por vy P. Ademés
la férmula anterior nos indica cémo hemos de construir f,,.
Definimos f, mediante

fa(Q) = P+ aPQ. (7.1)

e

Dados dos puntos distintos ) y R, tenemos que P.Cj + QR = PR, luego
— — —
P+ aPQ+ aQR =P+ aPR. Por (7.1) esto implica

fa(Q) + aQR = fo(R). (7.2)
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Si aCﬁ # 0 entonces esta ecuacién significa que la recta fo (Q)fa(R) es una
traza de a@%, luego también de 67)%, luego es paralela a la recta QR, que es
otra traza de la misma traslacién. Si a@% = 0 tenemos que fa(@Q) = fo(R).
En ambos casos f,(R) estd sobre la recta paralela a QR por f,(Q). Podemos
aplicar el teorema 7.10 para concluir que f, es constante o bien una homotecia
(no puede ser una traslacién no trivial porque tiene a P como punto fijo). Ahora
bien, si fuera constante, la férmula (7.2) implicaria que a@}% = 0 para todo
vector @%, luego serfa o« = 0, en contra de la hipdtesis. Asi pues, f, es una
homotecia de centro P.

Veamos que f, cumple lo pedido. Puesto que f,(P) = P, podemos escribir
(7.1) como

a(Q) = fulP) + aPQ = Toz(fu(P)),

donde v = P—Q> es un vector arbitrario, luego
Q= 1 (Tus(fu(P))).
Esto significa que la traslacién f, T,z f; ' envia P a Q, luego

faTaﬁf;1 = TPQ =Ty.

Despejando obtenemos la férmula del enunciado: Ty = fi, 115 fa- n

Teorema 7.20 Cada homotecia se expresa de forma inica como fq, para un
cterto escalar o mo nulo.

DEMOSTRACION: Sea f una homotecia de centro P. Sea « la homotecia
lineal dada por 7% = f~!T'f (usamos notacién exponencial para los escalares
cuando usamos notacién multiplicativa para las traslaciones). Es facil ver que «
es un homomorfismo: (TT")® = f~ITT'f = f7ITff1T'f = T*T'™. Ademis
« conserva las direcciones por el teorema 7.14. Por lo tanto « es un escalar,
claramente no nulo. Cambiando la notacién en la definiciéon de « tenemos que
Toiy = f~'Tyf para todo vector ¥, luego por la unicidad ha de ser f = f,.

La unicidad se sigue de (7.1), pues si f, = f3, entonces ozP—Q> = ﬁP—Q) para

—
todo vector PQ), luego a = . n

Con esto ya estamos en condiciones de probar:
Teorema 7.21 FEl conjunto de escalares K es un anillo de division.

DEMOSTRACION: Recordemos que un anillo de divisién es un cuerpo no
necesariamente conmutativo. Sélo falta probar que todo escalar no nulo tiene
un inverso. Mds en general, observamos que la biyeccion a — f, entre K* y
el grupo de las homotecias de centro un punto fijo P conserva el producto, es
decir, fog = fofs. En efecto, se cumple

(fak8) ' Tofatfs = f5 ' Tasfs = Ta(an) = T(ap)s-
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Por la unicidad fofs = fas. Esto implica que K* es un grupo isomorfo al
grupo de homotecias de centro P. En particular todo escalar no nulo tiene un
inverso. .

Con esto tenemos probado que Eesun K espacio vectorial por la derecha, es
decir, con la asociatividad mixta en la forma («3)t = 5(a?). Enseguida veremos
que la dimensién de E es 3 (0 2 si E es un plano affn). Con ello tendremos
probado que FE tiene estructura de espacio afin en el sentido algebraico del
capitulo IV, salvo por el hecho de que K no es necesariamente conmutativo.
No podemos aspirar a demostrar la conmutatividad de K a partir de nuestros
axiomas, pues es facil ver que si K es cualquier anillo de divisién entonces K
satisface los axiomas de espacio afin tomando como rectas y planos las clases de
congruencia maédulo los subespacios vectoriales de dimensién 1 y 2, y el anillo
de divisiéon que se obtiene segin la construccién anterior es isomorfo a K, luego
no es necesariamente conmutativo. La geometria afin béasica es vélida en el
caso no conmutativo, pero hay algunas diferencias, como por ejemplo que las
homotecias no son necesariamente afinidades.

Para calcular la dimensién de E necesitamos un axioma adicional B2 que
introducimos también con cardcter provisional. En la seccién siguiente demos-
traremos los axiomas B1 y B2 a partir del grupo A.

Axioma B2 Si v y W son dos vectores distintos y no nulos con la misma
direccion, entonces existe un a € K tal que W = av.

Los casos exceptuados se cumplen trivialmente: si ¥ = w sirve a = 1 y si
w = 0 sirve « = 0. Por lo tanto sélo hay que exigir que ¢ sea no nulo. La
estructura vectorial de F implica que a es unico.

En primer lugar daremos una forma equivalente del axioma B2. Si el axioma
B1 garantizaba la existencia de traslaciones, el axioma B2 postula el hecho
analogo sobre homotecias.

Axioma B2P (para un punto P) Para todo par de puntos Q, R tales que P,
Q, R estén alineados y sean distintos, existe una homotecia de centro P que
envia Q a R.

Teorema 7.22 FEl axioma B2 para un punto P equivale al axioma B2 para todo
punto P y también al axioma B2.

DEMOSTRACION: Supongamos el axioma B2 para un punto P y sean ¥, @
en las condiciones del axioma B2 (global). Sean Q@ = P+ ¢, R = P +@. Como
los dos vectores tienen la misma direccién, los tres puntos son colineales. Como
son distintos y no nulos, los tres puntos P, @), R son distintos. Por B2P existe
una homotecia de centro P, que serd de la forma f,, tal que f,(Q) = R, es

— — —
decir, P + aPQ = R, luego aPQ = PR, o también, atv = .

Supongamos ahora B2 y probemos B2P para un punto arbitrario. Sean
— —
P, @, R tres puntos colineales distintos. Entonces PQ y PR son vectores no
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nulos distintos con la misma direcciéon. por B2 existe un escalar no nulo tal que
— — —
PR = aPQ. Equivalentemente, P + aPQ = R, luego f,(Q) = R. "

Teorema 7.23 Sz P Q, R, S son cuatro puntos no coplanares, entonces los
vectores PQ, PR PS son una base de E.

7’ —_— . .
DEMOSTRACION: Sea PX un vector arbitrario. Los planos PQX y PRS
son distintos, luego se cortan en una recta r que contiene a P. La paralela a PQ
por X estd contenida en el primero y ha de cortar a r en un punto X’ € PRS.

El vector X’ X es nulo o tiene la misma direccién que PQ), luego por B2 existe
T —
un escalar « tal que X'X = aPQ. Por lo tanto

— —_—  —— —_— =
PX =PX' +X'X =aPQ + PX'.

La paralela a PR por X' estd contenida en PRS y no es paralela a PS, luego
—
se cortan en un punto X”. El vector X" X’ es nulo o tiene la misma direccién

— — —_—
que PR, luego X" X' = BPR, para cierto 3 € K. Asi

7 _ 17 T~ A DD S
PX' =PX" + X"X' = BPR + PX".

Asf mismo, el vector PX” es nulo o tiene la direccién de PS, luego existe
—_— —
un v € K tal que PX"” = ~vPS. En total obtenemos

— — P — — — T — — —
PX = aPQ+ PX' = aPQ + BPR+ PX" = aPQ + PR+ ~PS.
— — — =
Si aPQ + BPR + vPS = 0, entonces
— — —
P —~PS =P+ aPQ+ BPR.

El punto X = P + aP_Cj estd en la recta PQ, contenida en PQR, el punto
P+ aP—Cj + BP—])% estd en la paralela a PR por X, luego esta también en PQR,
mientras que el punto P — WJ—T)S' estd en la recta P.S, cuyo tnico punto en comun
con PQR es P. Por lo tanto, P — 7?9 = P, lo que implica que v = 0. Del
mismo modo se concluye que o = 3 = 0. L]

7.4 Los teoremas de Desargues y Papos-Pascal

En esta seccién veremos que los axiomas del grupo B se pueden demostrar
a partir de los del grupo A. M&s concretamente, resultan ser equivalentes al
teorema de Desargues. Recordemos su enunciado:

Teorema de Desargues Sean 71, 79 y r3 tres rectas distintas paralelas o
concurrentes en un punto P. Sean R, R’ puntos en r1, sean S, S’ puntos en 7o
y T, T’ puntos en r3 distintos de P si las rectas se cortan. Si RS es paralela a
R'S" y RT es paralela a R'T” entonces ST es paralela a S"T".
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Este enunciado es aparentemente mas fuerte que el que dimos en el capitulo
VI, pero observemos que si los puntos R, S, T estan alineados, lo mismo sucede
con R', S’, T, luego el teorema es trivialmente cierto. Asi mismo, si Q = Q'
entonces R=R yT=T".

Vamos a probar este teorema a partir de los axiomas del grupo A, pero
antes probaremos su equivalencia con los axiomas B1 y B2. Llamaremos DA al
enunciado anterior cuando las rectas son paralelas y DP al enunciado anterior
cuando las rectas se cortan en el punto P. Trabajamos en un espacio afin E sin
suponer mds que los axiomas del grupo A.

Teorema 7.24 DA equivale al axioma B1 y DP equivale a B2P.

DEMOSTRACION: Suponiendo B1 (o B2P) tomamos como f la traslacién
(o la homotecia de centro P) determinada por f(Q) = Q. Entonces las rectas
r1, T2, r3 son trazas de f. La recta f(Q)f(R) es paralela a QR y pasa por
f(Q) = Q' luego es Q'R’, y como f(R) ha de estar en esta recta y en 19, ha
de ser f(R) = R/, e igualmente f(S) = S’. Por consiguiente R'S’ = f[RS] es
paralela a RS.

Veamos ahora que DA implica B1. Tomemos dos puntos distintos Q y Q.
Vamos a construir una traslacién que envie uno sobre el otro. En primer lugar
definimos una aplicacién TR definida sélo sobre los puntos exteriores a la recta
QQ'. Dado un punto R en estas condiciones, tomamos la recta r paralela a QQ’
por R (con lo que r # QQ’). Las rectas QQ’, QR y r estdn en un mismo plano,
luego éste contiene también a la recta paralela a QR por Q)’, que cortard a r en
un punto R’. Definimos T9? (R) = R/

El punto R’ estd caracterizado por el hecho de que RR’ es paralela a QQ’ y
QR es paralela a Q'R’. Es claro entonces que TEF (Q) = Q'. Si probamos que
TR y TFF " coinciden en su dominio comun, entonces definirdn una aplicacién
sobre todo E, a la que llamaremos Tgq y probaremos que es la traslacién
buscada.

Sea, pues, S un punto exterior a QQ’ y RR' y sea S’ = TQQ/(S). Entonces
tenemos tres rectas paralelas distintas, QQ’, RR' y SS’. Ademé&s QS es paralela
a Q'S y QR es paralela a Q'R’. Por DA podemos concluir que RS es paralela
a R'S’, lo que implica que S’ = TRE'(9).

Para probar que Tpgr es una traslacién basta probar que cumple las con-
diciones del teorema 7.10, pues ciertamente Tyqs no es constante y tiene dos
trazas paralelas, a saber, QQ’ y RR’, luego serd una traslaciéon. Tomamos dos
puntos U, V' y hemos de probar que V' = Tg/ (V) estd en la recta paralela a
UU' por U' =Tgq(U). SiU estd en QQ’ y V estd en RR', podemos tomar un
punto S exterior al plano que contiene a estas dos. La aplicacién 755" coincidird
con T en su dominio comin. En cualquier caso, tomando bien, QQ’, bien
RR’ o bien S5’, encontramos una recta que no contiene a ninguno de los puntos
U y V. Podemos suponer que es QQ'.

Si UV es paralela a QQ’, entonces UV contiene también a U’ y V', con lo
que ciertamente V' est4 en la paralela a UV por U’. Si UV no es paralela a
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QQ’, entonces Q, U y V estéan dispuestos como antes Q, R y S, y el mismo
razonamiento prueba que U’V es paralelo a UV.

La prueba de que DP implica el axioma B2P es completamente analoga,
cambiando traslaciones por homotecias y lineas paralelas por lineas que pasan
por P. L]

Nota Todos los resultados que hemos probado hasta ahora se adaptan sin
dificultad (de hecho se simplifican) para el caso de un plano afin. La adaptacién
del teorema anterior requiere una consideracion adicional. En un punto de la
prueba hemos usado que siempre es posible tomar un punto exterior a dos rectas
paralelas (o concurrentes en el caso DP = B2P). Para ello hemos tomado un
punto exterior al plano que las contiene, lo cual no es viable si el espacio es
plano. Si toda recta contiene al menos tres puntos no hay ningtn problema,
pues basta tomar una recta que corte a las dos dadas y tomar un tercer punto
en ella. El nico caso peculiar se da si las rectas tienen exactamente dos puntos,
pero entonces el plano consta tnicamente de cuatro puntos (y seis rectas). En
este caso el axioma B2P se cumple trivialmente y la existencia de traslaciones
se prueba sin dificultad.

DEMOSTRACION: (del teorema de Desargues) Supongamos primero que los
planos RST y R'S’T’ son distintos. Entonces son paralelos, pues las rectas R'S’
y R'T’ estéan contenidas en el plano paralelo a RST por R’, luego éste es R'S'T".
El plano que contiene a ro y r3 corta a RST en ST y a R'S'T' en S'T’, luego
ambas rectas estan contenidas en un mismo plano y son paralelas, pues estan
contenidas en planos paralelos.

Supongamos ahora que RST = R'S’T’. Tomemos un punto R fuera de este
plano. Sea 7 la recta paralela a las r; por R si éstas son paralelas o bien ¥ = RP
si concurren en P.

R

R/

R/
/
T/

T

La recta paralela a RR por R’ esté contenida en el plano que contiene a r;
y a 7, luego ha de cortar a 7 en un punto R’. Los planos RRS y R'R'S’ son
distintos y podemos aplicar el caso ya probado del teorema de Desargues para
concluir que RS es paralela a R'S’. Del mismo modo concluimos que RT es
paralela a R'T’. A su vez esto nos permite aplicar la parte ya probada a los
puntos RST y R'S'T’, lo que nos da que ST es paralela a ST, como querfamos
probar. n
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La demostracion anterior es esencialmente tridimensional. El ejemplo si-
guiente muestra que no es posible demostrar el teorema de Desargues a partir
de los axiomas de plano afin.

Ejemplo Vamos a construir un plano afin que no satisface el teorema de
Desargues. Tomamos II = R? como conjunto de puntos, aunque las rectas de II
no seran las usuales. Una recta usual en R? estd formada por los puntos (z,v)
que cumplen una ecuacién del tipo ax + by = ¢. Si b = 0 tenemos una recta
vertical de la forma xz = n, mientras que si b # 0 la ecuacion es equivalente a
una de la forma y = max + n, donde m y n estan univocamente determinados
por la recta. Tomamos como rectas de II las rectas usuales de la forma z = n
(verticales), las de la forma y = ma +n con m < 0 (lo cual incluye a las
horizontales) y, para cada m,n € R, m > 0, los conjuntos de pares (z,y) que
cumplen

_J 2mx+n siy=>0

- { mzx+n siy<0

cada uno de estos conjuntos es una linea quebrada for-
mada por la unién de dos semirrectas con origen comin
en el punto (n, 0), una contenida en el semiplano superior
y > 0 y otra en el inferior. La figura muestra algunas
rectas de II.

La comprobacién de los tres axiomas del plano afin no presenta ninguna
dificultad. El menos evidente es la existencia de una tnica recta que pasa por
dos puntos (a,b) y (¢,d) cuando b < 0, d > 0y a < b. Tal recta ha de ser
necesariamente de las quebradas, y basta ver que las ecuaciones ma +n = b,
2mc + n = d tienen solucién tnica (m,n) con m > 0.

La figura siguiente muestra un contraejemplo al teorema de Desargues: ve-
mos dos tridngulos en posicién de Desargues con dos pares de lados paralelos,

mientras que el tercero se corta en P.
P

! T2 T3

\B’ T
N/

Dejamos que el lector complete los detalles. m
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Ejercicio: Probar que en Il no hay traslaciones cuyas trazas sean las rectas vertica-
les. Mostrar un contraejemplo del teorema de Desargues en el que las rectas r; sean
concurrentes.

Definicion 7.25 Un plano afin es arguesiano si en él se cumple el teorema de
Desargues.

Si un plano afin IT es sumergible en un espacio afin E (en el sentido de que
IT C E y las rectas de E contenidas en II son exactamente las rectas de II) enton-
ces Il es arguesiano, pues E cumple el teorema de Desargues. Reciprocamente,
un plano afin arguesiano es isomorfo a un plano affn de la forma K2, para un
cierto anillo de divisién K, que puede sumergirse en K3, que es un espacio
afin. Asi pues, los planos arguesianos son exactamente los planos sumergibles
en espacios.

Ahora mostraremos un enunciado puramente geométrico equivalente a la
conmutatividad del anillo de divisién asociado a un espacio afin (o un plano
arguesiano). Ya hemos observado que el grupo K* es isomorfo al grupo de las
homotecias con un mismo centro P. Asi pues, K serd un cuerpo si y solo si este
grupo es abeliano.

Definicién 7.26 Un hexdgono es un conjunto de seis puntos ordenados A;, Ao,
Az, Ay, As, Ag. Llamaremos lados del hexdgono a las seis rectas A1 As, AsAgz,
A3Ay, AsAg, AgA1. Dos lados de un hexdagono son contiguos si tienen un vértice
en comun, y en caso contrario son opuestos.

Teorema 7.27 (Teorema de Papos—Pascal) Sean r y s dos rectas secantes
y consideremos un hexdagono tal que los vértices Ay, Az, As estan sobre r y As,
Ay, Ag estdn sobre s (todos ellos distintos del punto de interseccion). Si dos
pares de lados opuestos son paralelos, el tercer par también lo es.

Ay

A
A, <

A1 A
3
As
Vamos a probar que este teorema se cumple exactamente en los espacios
afines cuyo anillo de divisién asociado es un cuerpo. Puesto que todos sus
elementos estan contenidos en un plano, de hecho se cumple en los espacios
afines de dimensién arbitraria.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar el teorema de Papos y vea-
mos que K es conmutativo. Sean r y s dos rectas que se corten en un punto
P. Sea A; un punto sobre r distinto de P. Sea f una homotecia arbitraria
de centro P (no trivial). Entonces f(A;) = A3 # A; estd en r y eligiendo
la homotecia apropiada podemos hacer que sea cualquier punto de r prefijado.
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Tomemos otra homotecia no trivial g de centro P y un punto As en s distinto
de P. Sea Ag = g(As) # As, que también estard en s y es un punto arbitrario
si elegimos g.

Sean A5 = g(f(Al)) =g(A3) y Ay = f(g(Ag)) = f(Ag). Claramente A;Ag
es paralela a f(A1)f(A4s) = AsAy y A2A3 es paralela a g(As)g(As) = AgAs.
Por el teorema de Papos también A; Ay es paralela a Ay As.

La conmutatividad gf = fg equivale a que f(g(A1)) = g(f(A41)), es de-
cir, f(9(A1)) = As, pero f(g(A1)) es el punto donde la paralela a A; Ay por
f(g(Az)) = A4 corta a r, es decir, se trata efectivamente de As.

Reciprocamente, dado un hexagono en las condiciones del teorema de Papos,
digamos con A Ag paralela a A3Ay y con Ay Aj paralela a AgAs, consideramos
la homotecia f de centro P que cumple f(A;) = As y la homotecia g de centro
P que cumple g(As) = Ag. Invirtiendo el razonamiento y usando que fg = gf
concluimos que A;As es paralela a A4 As. n

En la seccién siguiente veremos que una forma de garantizar geométrica-
mente la conmutatividad de K es mediante axiomas de ordenacion. El teorema
siguiente prueba que todos los espacios afines finitos (de dimensién mayor que
2 junto todos los planos arguesianos finitos) son conmutativos.

Teorema 7.28 (Teorema de Wedderburn) Todo anillo de division finito es
un cuerpo.

DEMOSTRACION: Sea K un anillo de divisién finito. Sea Z el conjunto de
todos los elementos de K que conmutan con todos los demas elementos de K.
Es facil ver que se trata de un cuerpo, por lo que K es un espacio vectorial
sobre Z. Si éste tiene ¢ elementos, entonces el nimero de elementos de K es ¢,
donde n es la dimensién de K sobre Z.

Para cada a € K, el conjunto C, formado por todos los elementos de K
que conmutan con « es también un anillo de divisién que contiene a Z, luego
su niimero de elementos es ¢?, donde d | n (por la transitividad de grados).
Indicamos con un asterisco el conjunto que resulta de eliminar el 0. Entonces
Z* es el centro del grupo K* y C% es el centralizador de o # 0. La ecuacion de
clases que probamos en el apéndice del capitulo V es en este caso:

o1=g-1+Y Lt
ket

donde d recorre ciertos divisores de n, posiblemente repetidos, distintos de n.
Sea ¢y, (X) el polinomio ciclotémico de orden n. Es claro que

" —1

" —1=cp(x)f(), a1

cn(x)g(x),
para ciertos polinomios f(z), g(z) € Z[z].

Evaluando en ¢ vemos que ¢, (q) divide a todos los términos de la ecuacién
de clases. En particular ¢,(q) | ¢ — 1.



200 Capitulo 7. La geometria afin

Por otra parte, ¢, (q) es el producto de factores de la forma ¢ — ¢, donde ¢
recorre las raices n-simas primitivas de la unidad. Claramente

lg—¢l > |g— Kl =lg—1>1,

y como g > 2 la igualdad sdélo se da si ( = 1, y entonces n = 1. En otro caso
concluimos que |¢,(q)] > ¢—1, lo que nos da una contradiccién. Asf pues, n =1
y K = Z es un cuerpo. L]

7.5 Axiomas de ordenacion

Una vez fundamentada la geometria afin en los meros axiomas de incidencia
y paralelismo vamos a ver el papel que juegan los axiomas de ordenacién. Con-
viene estudiar antes algunas propiedades de los cuerpos ordenados. Trabajamos
con anillos de divisién porque asi los axiomas de ordenacién nos serviran para
obligar al anillo de divisién asociado a un espacio afin a ser isomorfo a R o a un
subcuerpo de R, garantizando asi su conmutatividad.

Definicion 7.29 Una ordenacion de anillo de divisiéon K es un subconjunto
P de K (a cuyos elementos llamaremos positivos) que cumpla las propiedades
siguientes:

1. K =—PU{0}UP y la unién es disjunta.
2.P+PCP
3. PPCP

Un anillo de divisiéon ordenado es un anillo en el que se ha seleccionado una
ordenacion.

Si K es un anillo de divisién ordenado podemos definir a < b como b—a € P,
y es facil ver que esta relacién resulta ser un orden total en K de modo que P
es el conjunto de los elementos mayores que 0.

Es facil probar las propiedades usuales de compatibilidad con el orden. Por
ejemplo, si a < 0 entonces —a > 0, luego a? = (—a)? > 0, y trivialmente a® > 0
si a > 0. Por lo tanto los cuadrados de los elementos no nulos son positivos. En
particular 1 = 12 > 0, luego —1 < 0. De aqui que 1+ 1, 1 + 1 + 1, etc. sean
todos positivos, luego la caracteristica de K ha de ser 0.

En geometria las rectas aparecen ordenadas de tal modo que es imposible
distinguir una ordenacién de su inversa. La definicién siguiente se acerca mas a
lo que nos vamos a encontrar y enseguida veremos que, salvo un caso trivial, es
equivalente a la anterior.

Definicion 7.30 Un anillo de divisiéon K estd débilmente ordenado si sobre él
hay definida una relacién de orden total de modo que

1. para cada a € K, la aplicacién = — = + a conserva o invierte el orden.

2. paracada a € K, a # 0, la aplicacién x — az conserva o invierte el orden.
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Cuando en este contexto digamos que los elementos a, b, ¢, . . . estdn ordena-
dos debera entenderse que a < b <c¢,... o bien...c<b < a.

Es facil ver que todo anillo de divisién ordenado estd débilmente ordenado.
Vamos a ver que el reciproco es cierto salvo en un caso: si K es el cuerpo de dos
elementos entonces es obvio que estd débilmente ordenado, pues sélo admite dos
ordenaciones mutuamente inversas y por lo tanto cualquier biyeccién conserva
o invierte el orden. Sin embargo no puede ser ordenado.

Teorema 7.31 Si K es un anillo de division con mds de dos elementos y estd
débilmente ordenado, entonces estd ordenado.

DEMOSTRACION: En primer lugar, la caracteristica de K no puede ser 2.
En efecto, sean 0,1, a tres elementos distintos en K. Si estdn ordenados en la
forma 0, 1, a, entonces sumamos 1 y obtenemos la ordenacién 1,0, a+1, mientras
que si sumamos a obtenemos la ordenacién a,a + 1,0. Estas dos ordenaciones
implican que 1,0,a + 1, a, lo que contradice la ordenacién inicial.

Si la ordenacion es a,0,1 entonces al sumar 1 y a obtenemos a + 1,1,0 y
0,a,a + 1. Las dos primeras implican a,0,1,a + 1, que contradice a la tercera.

Dado @ € K* consideramos las posibles ordenaciones de 0, a/2 y —a/2. Si
se da —a/2,0,a/2 entonces sumando +a/2 obtenemos —a,—a/2,0 y 0,a/2,a,
lo que implica —a, —a/2,0,a/2,a. En particular —a, 0, a.

Si por el contrario 0, —a/2, a/2 obtenemos —a/2,—a,0 y a/2,0,a, de donde
se sigue igualmente —a, 0, a.

Cambiando la ordenacién de K por su inversa si es necesario, K sigue siento
un cuerpo débilmente ordenado con 0 < 1. Acabamos de probar que si P es
el conjunto de los elementos mayores que 0, entonces —P es el conjunto de los
elementos menores que 0, luego se cumple el primer axioma de la definicién de
cuerpo ordenado.

Para probar el segundo axioma tomamos 0,a,b y sumamos a, con lo que
obtenemos a, 2a,a+b. Sumando a en —a, 0, a obtenemos también 0, a, 2a, luego
0,a,2a,a + b. En particular es claro que P+ P C P.

Finalmente, si a,b € P, entonces tenemos la ordenacién 0,1,b o bien 0, b, 1,
luego también 0, a,ab o bien 0, ab, a. En ambos casos ab € P. m

Para introducir la ordenacién de un espacio afin hemos de definir la pro-
yeccién paralela entre dos rectas: si r y s son dos rectas contenidas en un plano
afin y P, @ son un punto de cada una de ellas, entonces para cada punto X
en r, la recta paralela a P() por X ha de cortar a s en un punto Y, de modo
que la correspondencia X +— Y es claramente biyectiva. A esta aplicacién la
llamaremos proyeccion de r en s paralelamente a PQ.

Definicién 7.32 Diremos que un espacio afin estd ordenado si cada recta tiene
asociado un orden de modo que las proyecciones paralelas conservan o invierten
los érdenes respectivos.

Teorema 7.33 Sea E un espacio afin sobre un anillo de division K cuyas rectas
tengan al menos tres puntos. Entonces E admite una ordenacion si y solo si la
admite K.
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DEMOSTRACION: Supongamos que E estd ordenado. Podemos biyectar K
con los puntos de una recta mediante la correspondencia a — P + a/, donde
P y ¥ son un punto y un vector prefijados. Probaremos que este orden es un
orden débil en K y por el teorema anterior él o su inverso (el orden que hace
1 > 0) es una ordenacién de K. Antes veremos que el orden no depende de la
eleccién de P o .

En primer lugar cambiamos ¢ por otro vector w # 0. Consideremos la

homotecia dada por f,(Q) = P + aP—Cj. En particular
P+av=fo(P+7), P+aw=f(P+w).

Esto implica que las rectas que pasan por P + o'y P + cw forman un haz
de rectas paralelas o, equivalentemente, cada P + o se obtiene de P + at por
proyeccién paralela. Por hipétesis el orden se conserva (o invierte) y en ambos
casos el orden en K (que hace 1 > 0) es el mismo.

Si reemplazamos el punto P por otro punto (), tomamos un vector v de
direccién distinta a PQ. Entonces las rectas P + av/ y @ + «at son paralelas,
al igual que las rectas que pasan por cada par de puntos de esta forma. Por
lo tanto ) + at se obtiene de P + ot por proyeccion paralela y concluimos del
mismo modo que ambas rectas inducen el mismo orden en K.

Para probar que la ordenaciéon de K es un orden débil observamos que,
fijados P y v, la aplicaciéon o — a + 6 en K se corresponde con la aplicaciéon
P+at— P+ (a+06)U = (P+07)+av, luego la ordenacién de K se convierte en
la inducida fijando P+ a¥' y U que, segiin hemos visto, es la misma o la opuesta.

Similarmente, la aplicacién o — da en K se corresponde con la aplicacién
P + o — P + «a(d7), luego el orden de K se transforma en el inducido por P
y 0U, que es el mismo o el inverso.

Si K esta (débilmente) ordenado, usamos las mismas biyecciones entre K
y los puntos de cada recta para definir ordenaciones en éstas. Se comprueba
de modo similar que las ordenaciones no dependen de la eleccion de P y v, asi
como que se conservan o invierten por proyecciones paralelas. "

Definicién 7.34 Un anillo de divisién ordenado K tiene la propiedad de Arqui-
medes si para todo a > b > 0 existe un nimero natural n tal que a < nb. Un
espacio afin sobre un anillo de division K tiene la propiedad de Arquimedes si
la tiene K.

Es facil expresar la propiedad de Arquimedes en términos geométricos: un
espacio afin tiene la propiedad de Arquimedes si y sélo si fijado un punto P en
una recta r y una traslacién ¢ de direccién r, aplicando a P la traslacién ¢ un
nimero suficiente de veces podemos superar cualquier punto @ de r.

Teorema 7.35 Un anillo de division ordenado K tiene la propiedad de Arqui-
medes si y solo si es isomorfo a un subcuerpo de R con el orden natural.

DEMOSTRACION: Como K estd ordenado tiene caracteristica 0, luego con-
tiene a Q. Dados a < b en K, por la propiedad de Arquimedes existe un nimero
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natural n tal que 1/(b—a) < n, luego 1/n < b —a. Existe un natural m tal que
a < m/ny es facil ver entonces que a < m/n < b. Asi pues, entre dos elementos
cuales quiera de K hay un numero racional. Es ficil ver que la aplicacién que
a cada a € K le asigna el supremo en R del conjunto {r € Q | r < a} es un
monomorfismo de cuerpos.

Reciprocamente, es inmediato que cualquier subcuerpo de R es arquimediano
con el orden inducido desde R. Méds aun, la propiedad de Arquimedes en R™
visto como espacio euclideo equivale a la que introdujimos en el capitulo IT. =

En particular todo espacio afin Arquimediano es conmutativo. Es facil ver
que el axioma D que usamos en el capitulo IT implica que el cuerpo asociado es
exactamente R.






Capitulo VIII

La geometria proyectiva

Seguin hemos visto en el capitulo anterior, una buena parte de las propiedades
geométricas del espacio que percibimos, las que no dependen de ordenacién ni de
distancias, son, desde un punto de vista matematico, las propiedades algebraicas
de los espacios afines. De hecho las propiedades de ordenacion también se pueden
interpretar en términos algebraicos como una ordenacién arquimediana del anillo
de divisién asociado, lo cual trae como consecuencia que éste es de hecho un
cuerpo y se verifica el teorema de Papos—Pascal. Esta visién algebraica de la
geometria nos da una perspectiva més objetiva de la misma, independiente de
la forma en que tenemos de percibirla por nuestra estructura psicolégica. Por
ejemplo, desde un punto de vista algebraico, R? y R* no son, ciertamente, una
misma cosa, pero tienen mucho en comin. Desde un punto de vista intuitivo,
en cambio, la diferencia es que R3 es “todo” y R* es “nada”. Quien entienda
la geometria en términos algebraicos se desenvolverd en R* casi con la misma
facilidad que en R3, mientras que en términos intuitivos es imposible concebir,
digamos, dos planos con un unico punto en comun.

Sin embargo, en este capitulo veremos que la estructura afin no es la forma
mas natural de describir la geometria desde un punto de vista algebraico, sino
que aun estd sesgada por la forma de nuestra intuiciéon. Existe otra estructura al-
gebraica todavia mas simple, en el sentido de méas simétrica y cuyas propiedades
se siguen de principios formalmente més sencillos, que describe mas eficiente-
mente el espacio intuitivo, junto con una amplia familia de espacios algebraicos
de interés.

Estamos hablando de la geometria proyectiva, cuyo principio fundamental es
que dos rectas paralelas se cortan “en el infinito”, de modo que un espacio pro-
yectivo consiste en un espacio afin al que hemos anadido un conjunto de puntos
ideales (puntos infinitos) de modo que cada par de rectas paralelas se corten
en uno de estos puntos. La geometria proyectiva en sentido moderno surgié a
principios del siglo XIX, con los trabajos de Poncelet, Chasles, Cayley, entre
otros, pero sus raices se encuentran en los estudios iniciados en el renacimiento
sobre la representacién en perspectiva.

El problema de la perspectiva es determinar como debe ‘pintarse’ un espacio
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tridimensional en un cuadro para que el ojo humano lo interprete como si real-
mente estuviera viendo el original. La solucién consiste en que cada punto del
modelo debe corresponderse con el punto donde la recta que lo une con el ojo
corta al cuadro. Por supuesto, dos puntos alineados con el ojo se corresponderan
con el mismo punto del cuadro, lo que en la practica significa que sdlo se ve el
més cercano. Para simplificar el problema podemos suponer que queremos re-
presentar en perspectiva una superficie llana, digamos “el suelo” (horizontal) en
un cuadro que ha de verse colgado en vertical. La figura muestra una carretera.

P L L Ll G CE L g

Al pasar del plano modelo al cuadro algunas cosas se conservan y otras se
distorsionan. Por ejemplo, las rectas originales siguen siendo rectas, pero las
rectas paralelas dejan de serlo. Los bordes de la carretera concurren en un
punto, al igual que la linea discontinua intermedia. El punto donde se cortan
estd situado sobre la recta horizontal que estd a la altura del ojo, la “linea
del horizonte”, cuyos puntos no se corresponden con ningun punto real del
plano, pues las rectas que unen estos puntos con el ojo son paralelas al suelo.
Si la escena contuviera otra carretera rectilinea en otra direccién, sus lados
concurririan en otro punto del horizonte.

En general, los puntos situados detréds del cuadro se biyectan con los puntos
bajo la linea del horizonte. Los puntos situados delante del cuadro pero poste-
riores al pie del observador se biyectan con los puntos del cuadro situados bajo
el suelo. Si sustituyéramos el suelo por un cristal que nos permitiera ver la parte
del cuadro situada bajo tierra, el efecto 6ptico seria que el cuadro vertical llega
hasta nuestros pies. Por otro lado, la linea paralela al cuadro y que pasa por
nuestros pies no tiene cabida en el cuadro, pues las lineas que unen sus puntos
con el ojo son paralelas al cuadro.

Aunque esto ya no tiene interés en pintura, desde un punto de vista ma-
tematico la correspondencia entre puntos de ambos planos puede extenderse de
forma natural asignando a los puntos situados detras del ojo los puntos situados
sobre la linea del horizonte, siguiendo el mismo criterio. De este modo tenemos
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una biyeccion entre ambos planos salvo por dos excepciones: en el cuadro ha
aparecido la linea del horizonte y ha desaparecido la linea situada al pie del
observador.

La interpretacion de estos fendmenos desde el punto de vista de la geometria
proyectiva es la siguiente: todos los planos (proyectivos) tienen una recta adi-
cional, invisible en el sentido ordinario, donde concurren las rectas paralelas.
Las proyecciones perspectivas biyectan los planos proyectivos y pueden “hacer
finitas” las rectas infinitas, como ocurre en el ejemplo anterior. La recta del
horizonte es la proyeccion de la recta infinita del plano horizontal, y el cuadro
muestra efectivamente como concurren en ella las rectas paralelas. La recta si-
tuada al pie del observador ha desaparecido porque la proyeccion la ha enviado
al infinito. En efecto, dos lineas que concurrieran en un punto de esta recta
aparecerian como paralelas en el cuadro.

8.1 Espacios proyectivos

En esta seccién veremos que las ideas anteriores se corresponden con una
teoria matematica rigurosa. Comenzamos describiendo axiomaticamente lo que,
de acuerdo con ellas, debe ser un plano proyectivo.

Definicién 8.1 Un plano proyectivo es un conjunto E, a cuyos elementos lla-
maremos puntos, junto con una familia de subconjuntos no vacios de F a cuyos
elementos llamaremos rectas, de modo que se satisfagan los axiomas siguientes:

Axioma P1 Por cada par de puntos distintos P y @ pasa una unica recta,
que representaremos por PQ.

Axioma P2 Todo par de rectas tienen un punto en comin.
Axioma P3 FEuxisten tres puntos distintos no colineales.
Axioma P4 Toda recta contiene al menos tres puntos.

Los axiomas P1 y P3 coinciden con los correspondientes para el plano afin,
el axioma P4 sirve para eliminar casos triviales que no se comportan adecua-
damente, pero el axioma mas notable es P2, que niega la existencia de rectas
paralelas. Aunque aparentemente la geometria proyectiva contradice a la geo-
metria afin, lo cierto es que la extiende, como veremos enseguida:

Definicién 8.2 Sea F un plano afin. Para cada recta r de F, llamaremos
P, al haz de rectas paralelas a r. Sea ro, el conjunto de todos los haces P,.
Llamaremos complecion proyectiva de E al conjunto F*° = E U ry. A los
elementos de E los llamaremos puntos finitos de E°°, mientras que los de 74,
seran los puntos infinitos. Llamaremos rectas de E* a los conjuntos de la forma
7 =rU{P,}, donde r es una recta de E, mas el conjunto r.,, al que llamaremos
recta infinita de E*°. Por contraposicién, a las rectas 7 las llamaremos rectas
finitas de E*°.



208 Capitulo 8. La geometria proyectiva

En definitiva, la complecién proyectiva se obtiene anadiendo un punto infi-
nito a cada recta, de modo que dos rectas son paralelas si y sélo si tienen el
mismo punto infinito.

Teorema 8.3 La complecion de un plano afin es un plano proyectivo.

DEMOSTRACION: Es claro que por dos puntos finitos pasa una tnica recta,
concretamente la extension de la recta afin que pasa por ellos. Si P es un punto
finito y P, un punto infinito, entonces la recta s paralela a r por P se extiende
a una recta finita 5 que pasa por P y por Ps = P,. Reciprocamente, una recta
que pase por estos dos puntos ha de ser finita, luego de la forma ¢, de modo que
t pasa por P y es paralela a r, luego es la misma §. Finalmente, si P. y Ps son
dos puntos infinitos, la Unica recta que pasa por ellos es la recta infinita 7.
Esto prueba P1

Veamos que dos rectas cualesquiera se cortan en un punto. Si una es la recta
infinita es claro, pues por construccién todas las rectas contienen un punto
infinito. Si las dos son finitas, digamos 7 y 5, entonces o bien r y s tienen
un punto en comun, en cuyo caso © y § también, o por el contrario r y s son
paralelas, en cuyo caso 7 y § tienen en comun el punto infinito P, = P;. Esto
prueba P2.

Es claro que tres puntos no colineales en el plano afin de partida siguen
siendo no colineales en la compleciéon, luego se cumple P3

Toda recta afin r tiene al menos dos puntos, y su complecién 7 tiene ademas
un tercer punto infinito, luego todas las rectas finitas tienen al menos tres puntos.
Para probar P4 falta ver que la recta infinita tiene al menos tres puntos, pero
tomando tres puntos finitos no colineales P, (J, R obtenemos tres rectas no
paralelas dos a dos, a saber, PQ, PR, QR, y cada una de ellas se extiende con
un punto infinito distinto. n

Reciprocamente, es facil ver que si E es un plano proyectivo y 7 es cual-
quiera de sus rectas entonces F \ ro, se convierte en un plano afin tomando como
rectas los conjuntos que resultan de quitar a cada recta de F distinta de 7, su
punto de interseccién con ésta. Hay que destacar el hecho de que cualquier recta
puede tomarse como recta infinita, pues significa que desde el punto de vista de
la geometria proyectiva no hay diferencia entre puntos finitos e infinitos, sino
que la distincién la introducimos nosotros al seleccionar una recta.

En la préctica, si en un plano proyectivo £ marcamos una recta rs, como
recta infinita, podemos decir que dos rectas son paralelas si se cortan en un
punto de ro,. De este modo podemos usar el lenguaje afin sin necesidad de
eliminar la recta infinita, pero hemos de tener presente que ahora la nocién de
paralelismo es relativa. Cualquier par de rectas pueden ser paralelas, sin mas
que tomar como recta infinita una que pase por su interseccion.

En lugar de describir axiométicamente los espacios proyectivos de dimensién
arbitraria haremos como en el caso afin: los definiremos algebraicamente y
después caracterizaremos axiomaticamente el caso tridimensional. Aunque en
principio podriamos completar cualquier espacio afin por el mismo procedi-
miento directo que hemos empleado con los planos, lo cierto es que un enfoque
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mds algebraico nos dard modelos mas manejables. Nuestra referencia es que
deseamos anadir un punto a cada recta, de modo que dos rectas se completen
con el mismo punto si y sélo si son paralelas. En general, cada variedad deberd
ser completada con los puntos infinitos de las rectas que contiene.

Sea F un espacio afin sobre un cuerpo K. Para completar E comenzaremos
identificindolo con un hiperplano de un espacio vectorial E que no contenga
al vector nulo. Siempre es posible hacer esto, la aplicacién que a cada punto
de E le asigna sus coordenadas en un sistema de referencia prefijado es una
biyeccion afin entre E'y K™, y a su vez la aplicaciéon que completa cada n-tupla
de K™ con un 1 final es una biyeccién afin entre K™ y el hiperplano z,, 41 =1
de K™*!. En lo sucesivo, E serd cualquier espacio vectorial que contenga a F
como hiperplano que no pase por 0. Pronto veremos que no importa la eleccion.

Estamos considerando a F como espacio afin de la forma usual es decir,
tomando como espacio vectorial asociado el propio E, con lo que PQ Q- P.
En particular tenemos que E es un subespacio de E Mas concretamente, si
P € FE, tenemos £ = P + E y necesariamente P ¢ E pues en caso contrario
O =P—P e E. Como E es un hiperplano, ha de ser £ = (P) @ E. Notar

también que E N E= @, pues E es una clase médulo E que no contiene a 0.

Teorema 8.4 Si EE y F' son dos espacios afines sobre un mismo cuerpo K, toda
afinidad f : E — F se extiende a una unica aplicacion lineal f : E — F.
Ademds su restriccion a E es f.

DEMOSTRACION: Tenemos £ = (P) & E y F = (f(P)) @ F. La con-
dicién P +— f(P) define una aplicacién lineal entre los sumandos izquierdos.
La aplicacién f es la suma directa de esta aplicacién y f Efectivamente, dado
P+ v € E, tenemos

f(P+8) = f(P)+ [(®) = f(P) + [(5) = f(P+7),

luego f extiende a f. Toda aplicacién lineal g que cumpla las condiciones del
teorema ha de cumplir g(P) = f(P), luego coincide con f sobre el primer
sumando. Por otra parte, si ¥ € E, entonces

g(P +1) = g(P) + g(¥) = f(P) + f(®),

luego g(v) = f(ﬁ) Esto prueba que g = f. n

Es claro que si f es biyectiva también lo es su extension. Por lo tanto, si
tenemos un mismo espacio afin E sumergido como hiperplano en dos espacios
vectoriales (sin contener al 0) entonces la identidad en E se extiende a un iso-
morfismo entre ambos espacios vectoriales, con lo que ambas estructuras son
algebraicamente indistinguibles. De todos modos, el ejercicio siguiente muestra
una forma de construir £ de forma canonica, es decir, sin elegir sistemas de
referencia ni aplicaciones arbitrarias.

Ejercicio: Sea E un espacio afin sobre un cuerpo K, sea V el conjunto de las apli-
caciones afines de F en K. Probar que V es un espacio vectorial con las operaciones
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definidas puntualmente. Sea E = V* el espacio dual de V. Sean j: E — Ee
7: E — E las aplicaciones dadas por j(P)(f) = f(P), 719)(f) = f(D). Probar que j
es una afinidad cuya aplicacién lineal asociada es 7. Probar que j[E] es un hiperplano
de E que no pasa por 0.

Gran parte de la simplicidad de la geometria proyectiva se debe a la “linea-
lizaciéon” que estamos empezando a encontrar: tenemos que las afinidades se
extienden a aplicaciones lineales, ahora traduciremos a conceptos lineales otros
conceptos afines.

Teorema 8.5 Sea E un espacio afin

1. Los baricentros 1

son las combinaciones lineales en E.

2. Los puntos Py, ..., P, son afinmente independientes en E si y solo si son
linealmente independientes en E. Las coordenadas baricéntricas de un
punto de E en esta base son sus coordenadas en el sentido vectorial.

3. Si (0,01,...,U,) es un sistema de referencia afin de E, entonces es una
base de E, y si (o, . . ., ) son las coordenadas cartesianas de un punto de
E en el sistema, entonces (1,1, ...,a,) son sus coordenadas en la base.

DEMOSTRACION: 1) Recordemos que, fijado cualquier origen O, el baricentro
es

0+

o~
>/|)—‘
>/|)—‘

zn:)\i()_)

i=1

> =

1’ﬂ
:O+XZ::)\P X:0)

SEPLs

2) Es consecuencia inmediata de 1) por el teorema 4.13.
3) es evidente. -

o-xpA

Finalmente estamos en condiciones de construir los espacios proyectivos.
Comenzaremos con un ejemplo. Identifiquemos cada punto (x,y) de R? con el
punto (z,y, 1) del hiperplano z = 1 de R3. Podemos biyectar cada punto (z,y,1)
de R? con la recta que pasa por él y por el origen O = (0,0,0). Reciprocamente,
toda recta que pasa por 0 y que no esté contenida en el plano z = 0 se corres-
ponde con un unico punto de R? La figura muestra dos puntos P y Q y sus

rectas asociadas.
/ ] B /
/ [/ -
T /
z=0

/[ /
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A cada recta 7 en R? le podemos asociar el plano 7, que la contiene y pasa
por el origen O. Los puntos de r se corresponden con todas las rectas contenidas
en m excepto una de ellas, la recta R donde 7, corta al plano z = 0. Dos rectas
r y s son paralelas si y solo si los planos 7, y s cortan al plano z = 0 en una
misma recta R (pues las intersecciones han de ser paralelas con un punto en
comun).

Llamemos P?(R) al conjunto de todos los subespacios vectoriales de R? de
dimension 1, es decir, todas las rectas que pasan por el origen. Entonces hemos
visto que los puntos de R? se pueden biyectar con los elementos de P?(R) que
no estan contenidos en el plano z = 0, y esta biyeccién transforma cada recta
r de R? en el subconjunto de P2(R) formado por los subespacios contenidos en
un plano 7, distintos del inico subespacio R contenido en el plano z = 0.

Pues bien, para cada recta r, llamamos 7 al conjunto de todos los elementos
de P?(R) contenidos en .. De este modo, 7 contiene las rectas asociadas a
los puntos de r méds un punto infinito R, con la propiedad de que a todas las
rectas paralelas a r les anadimos el mismo punto R. Asi pues, P?(R) es la
complecién proyectiva de R? si identificamos los puntos de R? (puntos finitos)
con los elementos de P?(R) que no estdn contenidos en el plano z = 0, y los
puntos infinitos con los que si lo estan.

Més en general, para subespacio vectorial 7 de R® de dimensién 2 (cada plano
que pasa por el origen), definimos la recta 7 como el conjunto de elementos de
P2(R) contenidos en 7. Si el plano 7 es distinto de z = 0, entonces 7 es la
extension de una recta afin, concretamente de la recta donde 7w corta a z = 1.
Si 7 es el plano z = 0, entonces 7 esta formado por todos los puntos infinitos,
es decir, T es la recta infinita.

Definiciéon 8.6 Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon n + 1 > 2 sobre un
cuerpo K. Llamaremos espacio proyectivo asociado a V' al conjunto P(V) for-
mado por todos los subespacios de V' de dimensién 1. Para cada subespacio W
de V observamos que P(W) C P(V). A los subconjuntos de P(V) de la forma
P(W) los llamaremos variedades lineales proyectivas.

Notar que P(W) determina a W, pues

w= |J P

PeP(W)

A W lo llamaremos espacio soporte de P(W) y a P(W) la llamaremos variedad
inducida por W. Definimos dimP(W) = dim W — 1.

Si W = 0 entonces tenemos P(W) = @, pues ningin elemento de P(V)
(ninguin subespacio de V' de dimensién 1) estd contenido en 0. Por lo tanto el
conjunto vacio es la (dnica) variedad lineal de dimensién —1. Si dimW =1
entonces P(W) = {W} es un punto de P(V), luego las variedades lineales de
dimensién 0 son los puntos.! Llamaremos rectas, planos e hiperplanos de P(V)

1En sentido estricto son los conjuntos con un solo punto. En cuanto a la interpretacién
esto es irrelevante, pero técnicamente serd ttil llamar “puntos” no a los elementos de P(V)
sino a sus subconjuntos con un solo punto.
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a las variedades de dimensién 1, 2 y n — 1. La tnica variedad de dimensién n
se obtiene tomando W =V, y es P(W) = P(V).

Es facil ver que la interseccion de variedades lineales es una variedad lineal,
concretamente la que tiene por espacio soporte la interseccion de los espacios so-
porte. A su vez esto implica que todo subconjunto X C P(V') genera una minima
variedad lineal que lo contiene, y que representaremos por (X). La menor va-
riedad que contiene a dos variedades dadas P(W;) y P(W3) la representaremos
por P(Wy) +P(Ws) = P(W; + Ws). Puesto que P(W1)NP(Ws) = P(W1 N W),
la conocida relacién entre las dimensiones nos da el teorema siguiente:

Teorema 8.7 Si E es un espacio proyectivo y L1, Lo son dos variedades linea-
les, entonces

d1m(L1 + LQ) =dim L, + dim Ly — d1m(L1 N LQ)

Por ejemplo, si L1 y Lo son dos rectas y estan contenidas en un plano,
entonces la férmula nos da 2 = 141 —dim(L;NLs), luego L1 N Ly tiene dimensién
0 y es un punto (las rectas son secantes). Si no estdn contenidas en un plano el
miembro izquierdo es > 3, luego la férmula nos da que es exactamente 3 y que
dim(Ly N Ly) = —1, luego las rectas son disjuntas (se cruzan). Esto prueba que
todo plano proyectivo en el sentido algebraico satisface el axioma P2.

Definicion 8.8 Dados m + 1 puntos Py, ..., P, en un espacio proyectivo, di-
remos que son proyectivamente independientes si la menor variedad proyectiva
que los contiene es de dimensién m.

Si P, = (v;), entonces la menor variedad que los contiene es la inducida
por (v, ..., Um), luego la independencia de los P; equivale a que este subespacio
tenga dimensién m+1 o, equivalentemente, a que los vectores v; sean linealmente
independientes.

Es claro que dos puntos distintos son siempre proyectivamente independien-
tes, tres puntos son independientes si y sélo si no son colineales, cuatro puntos
son independientes si y sélo si no son coplanares, etc. La variedad generada
por m + 1 puntos independientes en la tnica variedad de dimensién m que las
contiene, pues estd contenida en cualquier otra y una variedad no puede es-
tar contenida en otra distinta de la misma dimensién (pues lo mismo deberia
suceder con los espacios soporte).

Definicién 8.9 Sea E un espacio afin. Llamaremos complecién proyectiva de
E al espacio proyectivo P(E) = P(E).

Teorema 8.10 Sea E un espacio afin de dimension n. Sea i : E — P(E) la
aplicacion dada por i(P) = (P). Entonces, para cada variedad lineal afin L de
E, existe una dnica variedad proyectiva P(L) de P(E) de la misma dimension tal
que i[L] C P(L), y ademds P(L) \ i[L] es una variedad proyectiva de dimension
una unidad menor.
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DEMOSTRACION: Es claro que la aplicacién 7 es inyectiva. Dada la variedad
L de dimensién m, sea @ € L. Entonces L = Q + L. Tenemos que Q ¢ L, luego

W = <Q, E> es un subespacio vectorial de E de dimensién m+ 1 y contiene a L

como hiperplano que no pasa por el 0. Tomamos P(L) = P(W), que no es sino
la complecién proyectiva de L, luego es una variedad proyectiva de dimension
m. Si P € L, entonces (P) C W, luego i(P) € P(L). Asi pues, i[L] C P(L).

Por otra parte, L contiene m + 1 puntos afinmente independientes, que son
linealmente independientes en E‘, luego sus imégenes por ¢ son puntos proyecti-
vamente independientes de P(E) contenidos en i[L]. Por consiguiente P(L) es
la variedad generada por i[L], luego es la tnica variedad de dimensién m que
contiene a i[L].

Un punto arbitrario de P(L) es de la forma P = (v) con v € W. Por lo
tanto v = a@ + I, donde | € L. Sia # 0 entonces a"'v € Q + E, luego
P = <a‘1v> € i[L]. Por el contrario, si & = 0 entonces P C L y L es disjunto

-

con L, luego P ¢ i[L]. Asi pues, P(L) \ i{[L] = P(L), que es una variedad
proyectiva de dimensién m — 1. n

En definitiva, al completar un espacio afin estamos anadiendo un punto
infinito a cada recta, una recta infinita a cada plano (formada por todos los
puntos infinitos de las rectas que contiene), un plano infinito a cada espacio
tridimensional, etc. En total los puntos infinitos forman un hiperplano de la
complecién.

No obstante, desde el punto de vista proyectivo no hay diferencia alguna
entre el hiperplano infinito y cualquier otro hiperplano. En efecto, si X = P(V)
es un espacio proyectivo arbitrario, un hiperplano arbitrario es de la forma
I = P(E), donde E es un hiperplano vectorial de V', es decir un subespacio
de dimensién una unidad menor. Si v es cualquier punto de V' \ E, entonces
E = v+ E es un hiperplano afin de V y es facil ver que X = P(E). Por lo tanto
X \II tiene estructura de espacio afin, cuyas variedades afines son los conjuntos
L\ 1II, donde L es cualquier variedad proyectiva de X no contenida en II.

La eleccién del punto v a la hora de determinar la estructura afin de X \ II
es irrelevante por el motivo siguiente. Dados X y II, elegimos n + 1 puntos
proyectivamente independientes en X \ II, digamos, O, Py, ..., P,. Tomamos re-
presentantes O = (vg), P; = (v;) de modo que v; € E (sélo hay una posibilidad).
Entonces los vectores U; = v; — vy estan en E y determinan un sistema de refe-
rencia afin (vg; 01, ...,0,) en X \ II. Para calcular las coordenadas de un punto
P = (w) en dicho sistema tomamos « tal que aw € E y calculamos las coorde-
nadas de aw en la base (vg, ¥1, . .., U, ), que serdn de la forma (1, v, ..., a,). Al
eliminar el 1 inicial tenemos las coordenadas que buscamos.

Si en lugar de tomar el hiperplano v+ E hubiéramos tomado otro cualquiera,
que sera de la forma (v + E, tendriamos que sustituir cada v; por fv; y cada
U; por (U;. Entonces el representante adecuado de P serd Saw y es claro que
llegamos a las mismas coordenadas. En resumen hemos probado el teorema
siguiente:
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—

Teorema 8.11 Sea X un espacio proyectivo de dimension n y sea Il = P(E)
un hiperplano. Entonces las coordenadas cartesianas de un punto finito respecto
al sistema de referencia determinado por n+ 1 puntos independientes de X \ I
no depende de la eleccion del hiperplano E = v + E con que se determine la
estructura afin.

Notar, no obstante, que el vector concreto P_Q> € E que corresponda a un
par de puntos finitos P y @ si depende de la eleccién del hiperplano. Observar
también que un conjunto de puntos de X \ I es afinmente independiente si y
sélo si es proyectivamente independiente en X.

Como en el caso bidimensional, podemos decir que dos variedades proyectivas
son paralelas respecto a un hiperplano II si se cortan en una variedad contenida
en II, de modo que esta nocién de paralelismo se corresponde con la nocién
usual en la geometria afin de X \ II.

8.2 Homografias y coordenadas homogéneas

Introducimos ahora los conceptos proyectivos analogos a las afinidades y las
coordenadas cartesianas en los espacios afines.

Definicion 8.12 Sea u : V — W un isomorfismo entre espacios vectoriales.
Llamaremos homografia inducida por u a la aplicacién H(u) : P(V) — P(W)
dada por H(u)((v)) = (u(v)).

Obviamente H(u) es una biyeccién entre los espacios proyectivos que hace
corresponder las variedades lineales. La restricciéon de H(u) a una variedad
lineal es la homografia inducida por la restriccién de u al espacio soporte de la
variedad. También es claro que la composicién de homografias y la inversa de
una homografia son de nuevo homografias.

Llamaremos grupo proyectivo de un espacio proyectivo X = P(V') al grupo
de todas las homograffas de X en s mismo. Lo representaremos? por GP(X) o

GP(V).

Es claro que H : GL(V) — GP(V) es un epimorfismo de grupos. Su nticleo
estd formado por todas las aplicaciones lineales que dejan invariante a cada
recta de V' que pasa por 0. Es claro que tales aplicaciones son exactamente las
homotecias lineales de V. Asi pues, GP(V) = GL(V)/H(V).

Si f: E — F es una afinidad biyectiva entre dos espacios afines, hemos
probado que f se extiende a una tnica aplicacién lineal f : E — F. Llama-
remos H(f) = H(f) : P(E) — P(F). Es facil ver que sii : E — P(E) y
j: F — P(F) son las inclusiones candnicas, entonces o H(f) = foj. Siidenti-
ficamos a E y F con sus iméagenes en sus compleciones, esto se interpreta como
que H(f) es una extensiéon de f. Consecuentemente H(f) fija al hiperplano

infinito de P(FE).

2La notacién usual es PGL(V'), por projective general linear group.
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Reciprocamente, si H(u) es una homografia de P(E) que fija al hiperplano
infinito P(E), entonces su restriccién a I es una biyeccién afin. En efecto, es
claro que u[E] C E, luego de hecho u[E] = E. Llamemos f a la restriccién de
uakE y f a la restriccién de H(u) a E.

Sea E = P+ E, de modo que E = (P) @ E. Entonces u(P) = aP + 7,
donde 7 € E. Sustituyendo u por a~'u tenemos otro isomorfismo que induce
la misma homograffa, luego podemos suponer que u(P) = P + ©.

Entonces, si Q = P + @ es cualquier punto de F, tenemos que

w(Q) = u(P) + f(w) = P+ 7+ f(w) € E.
Si identificamos @ con su imagen en P(V), es decir, con (@), entonces la igualdad
anterior es

F(Q) = Hw)(Q) = P+ 5+ f(PQ),

luego f es una afinidad. Con esto hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 8.13 Sea X wun espacio proyectivo y I un hiperplano en X. Sea
E = X \II. Entonces la restriccion induce un isomorfismo entre el grupo
GPn(X) de las homografias de X que dejan invariante a 11 y el grupo GA(E)
de todas las biyecciones afines de E.

(La restriccién es inyectiva porque cada afinidad se extiende a una tnica
homografia. Una prueba directa consiste en notar que si una homografia es la
identidad en E, entonces fija a todas las rectas de F, luego fija al punto infinito
de cada recta, pero todo punto de II es el punto infinito de una recta de F,
luego la homografia es la identidad en X.)

Sabemos que una afinidad en un espacio de dimensién n estd determinada
por su imagen sobre n + 1 puntos independientes. Esto no es cierto para las
homografias. Hemos de tener en cuenta n + 2 puntos.

Definicién 8.14 Un sistema de referencia en un espacio proyectivo X de di-
mension n es un conjunto de n 4 2 puntos tales que n + 1 cualesquiera de ellos
son proyectivamente independientes.

Si X =P(V) y v1,...,0n41 es una base de V, entonces los puntos
<U1>,...,<'Un+1>,<’l)1 ++Un+1> (81)
son un sistema de referencia en X. Reciprocamente, si (v1), ..., (Un41), (Unt2)
es un sistema de referencia en X, entonces vy, ..., 0,41 €s una base de V, luego

Unt2 = Q101 + -+ Qpy1Unt1,

para ciertos escalares, todos no nulos, pues si uno de ellos fuera nulo los vectores
restantes serian linealmente dependientes, en contra de la definicién de sistema
de referencia. Asi pues, sustituyendo v; por a;v; tenemos el mismo conjunto de
puntos, pero ahora

Unt2 =01+ + Upy1,

luego todo sistema de referencia es de la forma (8.1).
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Teorema 8.15 Toda biyeccion entre dos sistemas de referencia en dos espacios
proyectivos se extiende a una unica homografia entre ellos.

DEMOSTRACION: Sean

<U1>7"'7<vn+1>’<vl+"'+vn+1> y <v:/l>7"'7<v’:’7,+1>7<v:/l+-..+U’:’L+1>

dos sistemas de referencia en dos espacios proyectivos P(V) y P(V”'). Conside-
remos el isomorfismo u : V' — V' determinado por u(v;) = v}. Es claro que la
homografia que induce transforma un sistema en otro.

Reciprocamente, si H(u’) es una homografia que transforma un sistema en
otro, entonces u'(v;) = a;v}, e igualando las imégenes del ultimo componente,

/ ! / /
a1V + -+ 1V = QU+ Qg
luego a; = a para todo i, es decir, v’ = au, luego H(u') = H(u). "

Ejercicio: Encontrar una homografia de un plano proyectivo en si mismo que deje
fijos a tres puntos no colineales sin ser la identidad.

Puesto que todo espacio vectorial de dimensién n + 1 sobre un cuerpo K
es isomorfo a K™, todo espacio proyectivo de dimensién n sobre un cuerpo
K es homogréfico a P*(K) = P(K™*!). Si fijamos un sistema de referencia
Py, ..., P42 en un espacio proyectivo X, entonces existe una tinica homografia
f que cumple

f(Pl):<(17""O)>v sy f(Pn+1):<(07"'71)>v f(Pn+2):<(1""’1)>'

A la imagen de cada punto P por esta homografia la llamaremos sistema de
coordenadas homogéneas de P respecto al sistema de referencia dado. Conviene
pensar que a cada punto P le estamos asignando una n+ 1-tupla de coordenadas
que, a diferencia de las coordenadas cartesianas en un espacio afin, no estan
univocamente determinadas por el punto, sino que dos n+1-tuplas corresponden
al mismo punto si y sélo si son proporcionales.

Es facil ver que si P, = (v;) parai=1,...,n+1y Pyyo ={(v1 + -+ vp41)
entonces las coordenadas homogéneas de un punto P = (v) son simplemente las
coordenadas de v en la base v, ..., vy41. Si Il es un hiperplano de X, entonces
su soporte estda formado por los vectores de V' cuyas coordenadas en la base
V1,...,Unt1 satisfacen una ecuacién de la forma ayx1 + - + app12p41 = 0,
donde no todos los coeficientes son nulos. Por consiguiente, IT esta formado por
los puntos de X cuyas coordenadas homogéneas satisfacen esta misma ecuacién.
Asi pues, si fijamos un sistema de referencia, cada hiperplano se corresponde
con una ecuacion lineal homogénea no nula, con la tnica salvedad de que dos
ecuaciones corresponden al mismo hiperplano si y sélo si son una un multiplo
de la otra.

Veamos la relacién entre las coordenadas cartesianas de un espacio afin y
las coordenadas homogéneas de su complecién proyectiva. Sea X un espacio
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proyectivo de dimensién n en el que hemos seleccionado un hiperplano infinito
IT= P(E) Hemos visto que un sistema de referencia afin de X \ II estd formado
por n + 1 puntos independientes O, P, ..., P,. Un hiperplano £ = v + E
determina representantes O = (vg), P; = (v;) con la condicién de que v; € E.
Sea v; = v; — vg. El sistema de referencia proyectivo

<’UO>, <171>7 sy <’l7n>7 <v0+61++6n>

es independiente de la eleccion del hiperplano F, pues si tomamos av + E todos
los vectores se multiplican por « y el sistema queda inalterado.

Cada sistema de referencia afin en X \ IT determina de este modo un sis-
tema de referencia proyectivo en X, y es facil ver que si las coordenadas car-
tesianas de un punto P son (z1,...,2,), entonces sus coordenadas homogéneas
son (1,z1,...,2,). La ecuacién de II en coordenadas homogéneas es zy = 0.
Reciprocamente, fijado un sistema de referencia proyectivo, podemos tomar
como hiperplano infinito el de ecuaciéon xy = 0. Si un punto P tiene coorde-
nadas homogéneas (zo,...,2,) con zg # 0 entonces (z1/zg, ..., Tn/xo) son las
coordenadas cartesianas de P respecto al sistema de referencia afin determinado
por los puntos de coordenadas homogéneas

(1,0,0,...,0), (1,1,0,...,0), ..., (1,0,...,1).

Fijemos un sistema de referencia (8.1) en un espacio X, sea H(u) una ho-
mograffa en X y sea A la matriz de u en la base v1,...,v,41. Es claro que
si z es un sistema de coordenadas homogéneas de un punto P de X, entonces
y = zA es un sistema de coordenadas homogéneas de H(u)(P). A la matriz
A la llamaremos matriz de coordenadas de la homografia H(u) en el sistema
de referencia dado. La matriz A estd determinada por la homografia y por el
sistema de referencia salvo productos por una constante.

Consideremos un espacio afin E'y sea (O; 71, .. ., ¥,) un sistema de referencia
y sea

<O>7 <771>7 crc <17n>7 <O+61++6n>

su sistema de referencia asociado en P(E).
- —

Si f es una biyeccién afin dada por f(P) = O + ¢ + f(OP), entonces la
matriz de la extensién de f a E es

1 | by - by
0
: A ’
0
donde A es la matriz de fen la base ¥, ...,U, y (b1,...,by) son las coordenadas

de ¥ en dicha base.
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Ejemplo Veamos la expresién coordenada de las homografias de una recta
proyectiva X sobre un cuerpo K. Fijamos un punto infinito y consideramos
un sistema de referencia afin en el resto de la recta. Este determina a su vez
un sistema de referencia proyectivo, de modo que la coordenada cartesiana x
se corresponde con las coordenadas homogéneas (1, ). El punto infinito tiene
coordenadas homogéneas (0, 1).

La expresién en coordenadas homogéneas de una homografia H es

ar +b
Tex+d

d 2>=(cx+d,aac+b): <1

luego su restriccién al espacio afin (en coordenadas cartesianas) es

ar +b
cx+d’

H(z) = con ad — bc # 0.

Sid # 0 esta férmula no tiene sentido para @ = —c/d, porque en la expresién
homogénea se ve que la imagen de (1,—c¢/d) es (0,a — be/d) = (0, 1), es decir,
el punto infinito. A su vez, la imagen del punto infinito es H(0,1) = (d,b) =
(1,b/d), o sea, el punto b/d, salvo si d = 0, en cuyo caso el punto infinito queda
fijo y la homografia es una afinidad. n

Terminamos la secciéon con una caracterizacion de las homografias de los
espacios proyectivos reales andloga a la caracterizacién de las afinidades que
vimos en el capitulo VI.

Teorema 8.16 (Teorema fundamental de la geometria proyectiva) Sea
f una biyeccion entre dos espacios proyectivos reales de la misma dimension
n > 2 tal que la imagen de tres puntos alineados cualesquiera sean tres puntos
alineados. Entonces f es una homografia.

DEMOSTRACION: Sea f : X — X’. Como en el caso afin, dividimos la
prueba en varios pasos:

1. Si A = {Py,...,Pn} de un conjunto de m + 1 puntos proyectivamente
independientes en X, entonces f [(A)] C (f[A]).

Por induccién sobre m. Para m = 1 se trata de la hipotesis del teorema.
Supongédmoslo cierto para conjuntos de m puntos. Si P € (A), entonces
la recta PP, corta a (Pp,..., Pp_1), que es un hiperplano del espacio
proyectivo (A). Sea @ el punto de corte. Por hipétesis de induccién

F@Q) € fI(Ro, - Pn1)] € (f[Ro]; -+ f[Pma]) © (F[A]) -
A su vez, f(P) estd en la recta f(Q)f(Pn), que estd en (f[A]).

2. La tmagen de un conjunto proyectivamente independiente es un conjunto
proyectivamente independiente.

En efecto, el conjunto A puede completarse hasta un conjunto A’ de n+1
puntos proyectivamente independientes. Por el apartado anterior tenemos
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que f[X] C (f[A']), luego teniendo en cuenta las dimensiones (f[A']) = X’,
luego f[A’] es proyectivamente independiente y f[A] también. De aqui se
sigue obviamente:

3. La inclusion en 1) es de hecho una igualdad. En particular la imagen de
un hiperplano es un hiperplano.

Si fijamos un hiperplano I en X y IT' = f[II], entonces f induce una bi-
yeccion X \ IT — X’ \ II' en las hipdtesis del teorema fundamental de la
geometria afin, luego es una afinidad, que segin sabemos se extiende a una ho-
mografia de X en X'. La extension es necesariamente f pues, fijado un punto
O € X \II, para todo P € II, tomamos un tercer punto ) en OP y asi, tanto
f(P) como la imagen de P por la homograffa estan IT' y en la imagen de la recta
0Q), que es una recta, luego ambos son el inico punto de interseccién entre la
recta y el hiperplano. n

8.3 Perspectividades

Definicién 8.17 Sea X un espacio proyectivo, sean II y II' dos hiperplanos
distintos en X y sea O un punto exterior a ambos. Llamaremos proyeccion
perspectiva de centro O entre ambos hiperplanos a la aplicacién wp : II — II
que a cada punto P € II le hace corresponder el punto donde la recta OP corta
a II'. La interseccién entre los dos hiperplanos se llama eje de la proyeccion.

La aplicacion que transforma un plano modelo en su imagen en un cuadro
es una proyeccion perspectiva. La geometria proyectiva es el marco idéneo para
estudiar este tipo de aplicaciones, pues si quisiéramos hacerlo desde un punto de
vista afin tendriamos que distinguir constantemente casos particulares a causa
del paralelismo. Por ejemplo, no todo punto tendria imagen por una proyecciéon
perspectiva.

Teorema 8.18 Toda proyeccion perspectiva es una homografia.

DEMOSTRACION: Consideremos una proyeccién o : II — II’ en un espacio
X de dimensién n. El eje de la proyeccién es una variedad de dimension n — 2,
que con el punto O genera un hiperplano II,,. Sea E = X \ II,. Las trazas de
IT y IT' en E son dos hiperplanos paralelos y las rectas que pasan por O forman
un haz de rectas paralelas. Es facil ver entonces que la restriccién a E de mo
es simplemente la restriccion a II de una traslacién, luego se extiende a una
afinidad de E (la traslacién) que a su vez se extiende a una homografia H en X
que fija a II,. Por otra parte, mo fija a los puntos de IINII', luego H extiende
a To, que es, por consiguiente, una homografia. ]

En la practica es mas comodo sustituir una proyeccién perspectiva por una
homografia que la extienda. Ello nos lleva al concepto de perspectividad:
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Definiciéon 8.19 Una perspectividad en un espacio proyectivo X es una homo-
grafia distinta de la identidad que fije a todos los puntos de un hiperplano II,
llamado eje de la perspectividad, y a todos los hiperplanos que pasen por un
punto O, llamado centro de la perspectividad. Si O estd en II la perspectividad
se llama elacion, mientras que si O no estd en II se llama homologia.

Al restringir una perspectividad de eje I a X \ II obtenemos una afinidad
que fija a cada punto infinito, luego envia cada recta a una paralela. Por consi-
guiente se trata de una traslacién o una homotecia (segin que la perspectividad
sea una elacién o una homologia). En cualquier caso es imposible que fije a los
puntos de otro hiperplano, luego IT estd univocamente determinado. Asi mismo,
O es la interseccién de las trazas de la homotecia-traslacion, luego también estd
univocamente determinado. También es claro que existe una unica perspecti-
vidad con un centro O y un eje IT dados que envie un punto P exterior a II a
cualquier otro punto @ exterior a II, distinto de P y colineal con O y P.

En la prueba del teorema 8.18 hemos visto que toda proyeccion perspectiva
entre hiperplanos se extiende a una elacién. Es facil ver de modo similar que
también puede extenderse a una homologia. Reciprocamente, es facil ver que
una perspectividad H en un espacio X fija a todas las rectas que pasan por
su centro (expreséndolas como intersecciones de hiperplanos). De aqui que
si tomamos un hiperplano II distinto del eje y que no contenga al centro, la
restriccién de H es una proyeccién perspectiva de IT en HJ[II].

Si las perspectividades tridimensionales se interpretan como extensiones de
proyecciones perspectivas, las perspectividades planas también tienen una in-
terpretacion importante. Consideremos de nuevo un plano vertical IT en el que
queremos representar en perspectiva un plano horizontal II'. Sea r la recta
donde ambos se cortan. Consideremos la aplicaciéon 7 : II — II que a cada
punto de II lo abate sobre II' (mediante un giro alrededor de r) y después lo
proyecta sobre II. En otras palabras, la aplicacién 7 pone en perspectiva cada
figura de II:

— T >

Z 7

Pues bien, la aplicacién 7 es la composicién de (la extensién de) un giro con
una perspectividad, luego es una homografia. Mas aun, fija a todos los puntos
de r, luego restringida a IT \ r transforma cada recta en una paralela. Por lo
tanto es una homotecia o una traslacién, y en cualquier caso fija a un punto O,
finito o infinito, con lo que 7 es una perspectividad plana.

Una perspectividad plana estd determinada por su eje r, su centro O y
la imagen de un punto. En la préctica (a efectos de dibujar en perspectiva)
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el punto cuya imagen se fija de antemano es el punto infinito de las rectas
verticales. Su imagen F' se llama punto de fuga, y es el punto del horizonte
donde concurren las rectas verticales (las rectas que en el modelo horizontal se
alejan frontalmente del observador). El eje de perspectiva representa el punto
de contacto entre el cuadro y el suelo (que en la préctica puede quedar fuera del
cuadro, y entonces conviene evitar su uso explicito). El centro O depende de
la posicién del observador respecto al cuadro. Lo habitual es que se sitie sobre
la vertical de F' por debajo del eje (si se sitiia fuera de esta vertical el cuadro
deberd ser observado desde un dngulo y no frontalmente).

Con esta base se puede desarrollar matematicamente toda la teoria de la
perspectiva, incluyendo el problema de representar objetos tridimensionales,
pero no vamos a entrar en ello. En su lugar obtendremos algunos resultados
tedricos de interés sobre perspectividades y proyecciones perspectivas.

No toda homografia entre dos hiperplanos II y II’ es una proyeccién pers-
pectiva, pues si fijamos un punto O exterior a ambos y dos puntos P y @ en
I1, es claro que 7o es la tnica perspectividad que transforma Py @ en wo(P)
y mo(Q), mientras que hay infinitas homograffas con esta propiedad. Por otro
lado, la composicién de proyecciones perspectivas no es necesariamente una
proyeccién perspectiva. Vamos a probar que toda homografia entre dos hiper-
planos (posiblemente iguales) es composicién de proyecciones perspectivas. De
este modo, los invariantes proyectivos son exactamente los invariantes por tales
proyecciones.

La prueba se basa en el siguiente teorema geométrico y algunos resultados
algebraicos que veremos tras él.

Teorema 8.20 Sea II un hiperplano en un espacio proyectivo X. Toda homo-
logia de 11 es composicion de dos proyecciones perspectivas en X .

DEMOSTRACION: Sean P y r el centro y el eje de una homologia f en II y
Q@ € I\ r un punto distinto de P. Entonces f(Q) es un punto de IT \ r distinto
de Q. Sea I’ un hiperplano de X distinto de II que pase por r. Sea O un punto
exterior a ambos.

Consideremos la perspectividad o : II — II'. Sean P’ y Q' las imédgenes
de Py Q. Como los puntos P, Q y f(Q) son colineales, los tres son coplanares
con O, Py Q. La recta f(Q)Q’ corta a OP en un punto O’ distinto de O.
Consideremos la perspectividad ng, : II' — II y veamos que f = 7 o 7.

Si llamamos g a la composicién, tenemos que g fija a cada punto de r, lo que
significa que g transforma cada recta de IT \ 7 en una paralela. Por lo tanto se
trata de una homotecia o una traslacién, pero g(P) = P, luego es una homotecia
de centro P. Como ¢(Q) = f(Q), necesariamente f = g. =

Ahora probaremos que toda homografia de un espacio II se puede expresar
como composicién de homologias.

Fijemos un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K y sea H un hiperplano
vectorial de V. Sea G = GL(V) y llamemos Gy al subgrupo de G formado
por los automorfismos que fijan a cada punto de H. Vamos a describir sus
elementos. Sea, pues, u € Gp. Fijemos v € V' \ H, de modo que V = H @ (v).
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Sea u(v) =h+av,con h € Hy a € K. Notar que o = det u. Basta tomar
una base de H y completarla con v. La matriz de u en dicha base es triangular,
y en la diagonal tiene una entrada igual a « y las restantes iguales a 1.

Si a # 1 tomamos w = h + (o — 1)v, y es facil ver que u(w) = aw.

Definicion 8.21 Sea V un espacio vectorial y H un hiperplano vectorial de V.
Una dilatacion de V' de hiperplano H, direccién w ¢ H y razén « # 0 es un
automorfismo u € GL(V) que fija a cada punto de H y que cumple u(w) = aw.

Equivalentemente, u es una dilatacién si en cierta base su matriz es

(67

Continuando nuestro argumento, si a = 1 entonces u(v) = h+v. Siu # 1
ha de ser h # 0. Para cada x € V existe un f(z) € K tal que x = b’ + f(x)v,
para cierto b’ € H, con lo que u(z) = b’ + f(z)(h+v) = x + f(x)h. Es ficil ver
que f es una forma lineal de V' de ntcleo H.

Definicion 8.22 Sea V un espacio vectorial y H un hiperplano vectorial de
V. Una transveccion de V' de hiperplano H es un automorfismo u € GL(V) tal
que existe un A € H no nulo y una forma lineal f de nicleo H de modo que
u(x) = x + f(x)h para todo xz € V.

Si completamos h hasta una base de H y ésta a una base de V', la matriz de
u tiene la forma
1

a 1

1

Reciprocamente, todo automorfismo que tenga una matriz de este tipo en una
base es una transveccién. Hemos demostrado el teorema siguiente:

Teorema 8.23 Sea V' un espacio vectorial, H un hiperplano de V yu € GL(V)
que fija a cada punto de H. Entonces u es una dilatacion o una transveccion,
segun si detu es distinto o igual a 1.

Ahora probamos:
Teorema 8.24 Sea V' un espacio vectorial. El grupo GL(V) estd generado

por las dilataciones. El subgrupo de GL(V') formado por los automorfismos de
determinante 1 estd generado por las transvecciones.
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DEMOSTRACION: Las matrices de la forma

k

1

corresponden a transvecciones. Multiplicar una matriz por la derecha por una
de estas matrices equivale a sumarle a una columna otra multiplicada por a.
Mediante estas operaciones podemos convertir cualquier matriz regular en una

de la forma
1

(8.2)

(67

En efecto, dada una matriz regular (a;;), si a1z = 0 sumamos a la segunda
columna otra adecuada para que ajz sea no nulo. Multiplicamos la segunda
columna por (1 — aj1)/ai2 y la sumamos a la primera, con lo que obtenemos
a11 = 1. Ahora es f4cil convertir la primera fila en (1,0, .. .,0). Del mismo modo
podemos hacer la segunda fila igual a (a91,1,0,...,0) sin deshacer la primera, y
de aqui pasamos a (0,1,0,...,0). Continuando asf llegamos a la forma indicada.

Por lo tanto, todo u € GL(V) se descompone en producto de transveccio-
nes y una aplicacién de matriz (8.2). Claramente o = detu, luego si u tiene
determinante 1 entonces es producto de transvecciones, y en el caso general
es producto de transvecciones y una dilatacion. Basta probar que toda trans-
veccién es producto de dos dilataciones. Hemos de suponer que K # {0,1}, o
de lo contrario no hay dilataciones.

Si u es una transveccién, tomamos una dilatacién v con el mismo hiperplano
que v y de determinante distinto de 1. Entonces w = uv™! fija a cada punto del
hiperplano de u, pero su determinante es distinto de 1, luego es una dilatacién,
y en consecuencia u = wv es producto de dilataciones. m

Si u es una dilatacién en un espacio vectorial V' de hiperplano H y tal
que u(w) = aw, entonces la homograffa inducida por u fija a cada punto del
hiperplano IT = P(H) y al punto O = (w), luego se trata de una homologia. Asi
pues:

Teorema 8.25 Toda homografia de un espacio proyectivo es producto de ho-
mologias. En particular de perspectividades.

Uniendo esto a los resultados anteriores:

Teorema 8.26 Toda homografia entre dos hiperplanos II y II' de un espacio
proyectivo X es producto de proyecciones perspectivas.
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DEMOSTRACION: Lo tenemos probado si II = II’. En otro caso, dada H
consideramos una proyeccién perspectiva cualquiera 7 : II — II’ y tenemos
que H o w1 es producto de proyecciones perspectivas, luego H también. m

8.4 Caracterizacion axiomatica

Veamos ahora la caracterizacion axiomdtica de la geometria proyectiva tridi-
mensional, andloga a la que en el capitulo anterior obtuvimos para la geometria
afin.

Definicién 8.27 Un espacio proyectivo (tridimensional) es un conjunto E, a
cuyos elementos llamaremos puntos, junto con dos familias de subconjuntos no
vacios de E a cuyos elementos llamaremos rectas y planos, de modo que se
satisfagan los axiomas siguientes:

Axioma P1 Por cada par de puntos distintos P y @ pasa una unica recta,
que representaremos por PQ.

Axioma P2 Todo par de rectas contenidas en un mismo plano tienen un
punto en comin.

Axioma P3 Por cada tres puntos no colineales P, @), R pasa un tinico plano,
que representaremos por PQR.

Axioma P4 Si una recta r tiene dos puntos en comun con un plano w, en-
tonces r estd contenida en .

Axioma P5 FEzxisten cuatro puntos distintos no coplanares.

Axioma P6 Si dos planos tienen un punto en comun, entonces tienen dos
puntos en comun.

Axioma P7 Toda recta contiene al menos tres puntos.

Como en el caso bidimensional, los axiomas son los de la geometria afin
cambiando el axioma de existencia de paralelas por su negacién. Afiadimos
también la condicién de que toda recta tenga tres puntos, que es necesaria
porque toda recta ha de resultar de adjuntar un punto infinito a una recta afin,
que tendra al menos dos puntos. Veamos algunas consecuencias sencillas de los
axiomas.

Teorema 8.28 Dos planos distintos cualesquiera tienen una recta en comun.

DEMOSTRACION: Sean 7 y w2 dos planos distintos. Basta probar que tienen
un punto en comun, pues entonces por P6 y P4 tendran una recta en comun, y
por P3 no pueden tener més puntos en comun.

Por definicién son conjuntos no vacios. Tomemos P € 11y Q € ma. SiP = (Q
ya tenemos lo que queriamos. Si P # ) tomamos un punto R no colineal con P
y @ (existe por P5) entonces el plano PQR corta a m en P, luego en una recta
r, y corta a mo en @, luego en una recta s. Las dos rectas estan contenidas en
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un mismo plano, luego por P2 tienen un punto en comiin 7', que estd en m; y
€en my. n

Teorema 8.29 Sir es una recta y w es un plano, entonces r estd contenida en
m o bien r corta a ™ en un unico punto.

DEMOSTRACION: Por P7 tenemos que r contiene dos puntos distintos, di-
gamos r = PQ. Sea R un punto de w. Si PQR = 7 entonces r C m. En caso
contrario PQR corta a 7 en una recta s (pues tienen un punto en comin R).
Las rectas r y s estdn contenidas en el plano PQR, luego tienen un punto en
comun 7. Como son distintas, T" es su uinico punto en comun. [

Teorema 8.30 Todo plano contiene tres puntos no colineales.

DEMOSTRACION: Dado un plano 7, por P5 existe un punto P exterior a 7 y
por este mismo axioma y P3 existe un plano 7’ que pasa por P. La interseccién
de ambos planos ha de ser una recta r. Basta probar que 7 contiene un punto
exterior a r. Por P5 existen dos puntos no contenidos en r, digamos A y B,
luego la recta AB corta a m en un punto exterior a 7. [

Este teorema prueba que los planos contenidos en un espacio proyectivo son
planos proyectivos en el sentido axiomédtico que hemos visto al comienzo del
capitulo. Finalmente probamos que todo espacio proyectivo es la complecion de
un espacio afin.

Teorema 8.31 Sea E un espacio proyectivo y Il un plano de E. Tomemos
E* = E\1II. Entonces E* es un espacio afin si tomamos como rectas y planos
de E* las intersecciones con E* de las rectas y planos de E (cuando éstas son
no vacias).

DEMOSTRACION: Cada recta r no contenida en II corta a este plano en un
Unico punto P,.. Llamaremos 7 = r \ { P, }. Cada plano 7 # II corta a II en una
Unica recta R,. Llamaremos 7 = 7 \ R;.

Dados dos puntos P y Q en E*, es claro que ]3@ es la Unica recta que pasa
por ellos. Dada una recta 7 y un punto P exterior a ella, r y P estdn contenidos
en un unico plano 7, y 7 es el inico plano que contiene a 7 y a P. Toda recta
de E* contenida en 7 es de la forma $, donde s estd contenida en 7, y sélo hay
una paralela a 7, a saber, la que pasa por Py P,.

Los axiomas A3 y A4 son evidentes. Sean P, )/, R’ tres puntos no colineales
en II. Sea S un punto exterior a II. Entonces las rectas SP’, SQ’, SR’ contienen
un tercer punto cada una, digamos P, @), R. Es claro que los cuatro puntos P,
@, R, S son no coplanares y estan en E*.

Si dos planos  y 7/ tienen un punto en comin, entonces w y 7’ tienen una
recta en comun, que contiene tres puntos, de los cuales al menos dos estan en
TN [

Los resultados del capitulo anterior nos permiten asignar a cada punto de
E* una terna de coordenadas (z,y, z), fijado un sistema de referencia. Vamos a
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probar que E es equivalente a P3(K), en el sentido de que existird una biyeccién
entre ambos que conservara las rectas y los planos.

Definimos las coordenadas homogéneas de un punto P de E* respecto al
sistema de referencia escogido a cualquier cuddrupla (w,z,y,z) € K* tal que
w # 0y la terna (w1, yw™!, zw™!) sea la terna de coordenadas cartesianas
de P en el sistema de referencia dado.

Claramente, dos cuddruplas (w,z,y,2) vy (w',2',y,2") con w # 0 # w’ son
coordenadas homogéneas de un mismo punto P si y sélo si existe un t € K
no nulo tal que (w',2',y’,2") = (w,z,y,2)t. En definitiva, la aplicacién que a
cada punto de E* le hace corresponder su espacio de coordenadas homogéneas
es una aplicacién inyectiva i : E* — P3(K). Con mas precisién, si I’ es el
plano de P3(K) inducido por el hiperplano w = 0, entonces la imagen de E* es
E’' = P3(K)\II. Ahora bien, se comprueba sin dificultad que P3(K) verifica los
axiomas de espacio proyectivo, luego hemos probado que E’ es un espacio afin
cuyas variedades son las intersecciones con E’ de las variedades de E.

Un plano arbitrario w de E* estd formado por los puntos cuyas coordenadas
cartesianas satisfacen una ecuacién de la forma ax + by + ¢z + d = 0. Equi-
valentemente, un punto P estd en 7 si y sélo si sus coordenadas homogéneas
satisfacen la ecuacién dw + ax + by 4+ cz = 0. Toda ecuacién de este tipo (con la
terna (a, b, ¢) no nula) es la ecuacién de un plano en coordenadas homogéneas.
Por otra parte, esta ecuacién determina un hiperplano W en K4, de modo que
los puntos de 7 se corresponden con los puntos de P(W) (que no estén en II').

Por consiguiente, i biyecta los planos de E* con los de E’. Puesto que
toda recta afin se expresa como interseccién de dos planos disjuntos, tenemos
que ¢ también biyecta las rectas con las rectas. Mas atin, es obvio que ¢ hace
corresponder rectas paralelas con rectas paralelas.

Dado un punto P de II, podemos tomar una recta que lo contenga y que no
esté contenida en II. La imagen de la restriccién a E* de esta recta serd una
recta de P?(K) menos un punto @ € II'. Podemos definir i(P) = Q. Esto es
consistente, pues dos rectas distintas que pasen por P son paralelas en E*, luego
se transforman en rectas paralelas en E' que tienen en comun el mismo punto
de IT'. Es claro que asf tenemos una biyeccién i : E — P?(K) que transforma
rectas en rectas. Es facil ver que también transforma planos en planos, con lo
que los espacios E y P3(K) son geométricamente indistinguibles.

La introduccién de coordenadas se basa en el teorema de Desargues, que
probamos en el capitulo anterior a partir de los axiomas de espacio afin. Es muy
ilustrativo dar una prueba directa a partir de los axiomas de espacio proyectivo,
pues de hecho podemos probar un resultado formalmente mas simple que el
teorema de Desargues y mucho mas general que éste.

Definicion 8.32 Un tridngulo en un espacio proyectivo E es un conjunto de
tres puntos no colineales, a los que llamaremos vértices. Los lados del triangulo
seran las rectas que pasan por cada par de vértices. Diremos que dos triangulos
ABC y A’B'C’, con sus vértices en este orden, tienen a un punto O como



8.4. Caracterizacion axiomatica 227

centro de perspectiva si los vértices Ay A’ By B’, C y C' estdn contenidos en
tres rectas concurrentes en O. Diremos que tienen a una recta r como eje de
perspectiva si cada par de lados ABy A’B’, AC 'y A'/C’', BC y B’C’ se cortan
en un punto de r.

Asi, si dos tridngulos tienen un centro de perspectiva finito, sus vértices
estan sobre rectas concurrentes, mientras que si tienen un centro de perspectiva
infinito, sus vértices estan sobre rectas paralelas. Si tienen un eje de perspectiva
infinito entonces sus lados son paralelos dos a dos.

Teorema 8.33 (Teorema de Desargues) En un espacio proyectivo, dos tri-
dangulos tienen un centro de perspectiva si y solo si tienen un eje de perspectiva.

DEMOSTRACION: Sean dos tridgngulos ABC' y A’B’C’. Si dos vértices coin-
ciden, por ejemplo, A = A’, el resultado es obvio. Por ejemplo, las rectas BB’
y CC’ (o dos rectas que pasen por estos puntos, si coinciden) se cortan en un
punto O, al igual que la recta OA, luego O es un centro de perspectiva para
los tridangulos. Del mismo modo se prueba que tienen un eje de perspectiva.
Supongamos, pues, A # A’, B # B’, C # C’. Un razonamiento similar nos
permite suponer que los lados son diferentes, es decir, AB # A’B’, AC # A'C’,
BC # B'C’

Sea 7 el plano que pasa por A, B, C y 7’ el plano que pasa por A’, B’,
C'’. Supongamos primeramente que 7 # 7’. Entonces se cortan en una recta s.
Supongamos que los tridngulos tienen un eje de perspectiva 7.

Sean 71, mo v w3 los planos que contienen respectivamente a los lados AB y
A'B', ACy A'C’, BC'y B'C’. Como 7 # 7/, el plano m; corta a 7 exactamente
en la recta AB, mientras que los otros dos lo hacen en AC'y BC'. En particular
los tres planos son distintos. 1 corta a ms en una recta, que ha de ser AA’.
Similarmente 7 N3 = BB’ y mo N3 = CC’.

La recta AA’ no puede estar contenida en 73, pues entonces cortaria a
en un punto de BC, luego A serfa colineal con BC. As{ pues, AA’ N 73 es un
tnico punto O. Claramente O = 71 N m N 73, luego las tres rectas AA’, BB’
y CC' han de concurrir en O, que es, por lo tanto, un centro de perspectiva de
los tridngulos.
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Supongamos ahora que tienen un centro de perspectiva O, Necesariamente
O ha de ser distinto de los seis vértices. El plano OAB corta a 7’ en una recta,
que necesariamente ha de ser A’B’. Similarmente, el plano OAC corta a ' en
A'C" y el plano OBC corta a ' en B'C’. Asi pues, AB y A’B’ estédn en un
mismo plano, luego se cortan en un punto, que necesariamente esta en s. Lo
mismo sucede con los otros pares de lados, luego s es un eje de perspectiva.

Ahora supongamos que los dos tridngulos estdn en un mismo plano 7 y
supongamos que tienen un eje de perspectiva s. Sea 7’ otro plano que corte a 7
en s. Sea O un punto fuera de w y 7’ (una recta que pase por un punto de 7 y
otro de 7’ tiene un tercer punto fuera de ambos planos). Sean A”, B” y C" los
puntos donde las rectas OA’, OB’ y OC’ cortan a ©’/. Es facil ver que estos tres
puntos no son colineales. Los tridngulos A”B”C"” y A’B’C’ tienen a O como
centro de perspectiva. Por la parte ya probada tienen un eje de perspectiva, y
concretamente es la recta s. Entonces A”B" y A’B’ se cortan en un punto de
s, que ha de ser también el punto donde se cortan AB y A’B’. Por lo tanto
A”B" y AB se cortan en un punto de s y lo mismo vale para los demds lados.
Por consiguiente s es un eje de perspectiva para ABC y A”B"C"”. Por la parte
ya probada ambos tridngulos tienen un centro de perspectiva O’. No puede ser
O’ = O, pues entonces A =A', B=B',C=C".

Sea O” el punto donde OO’ corta a m. Veamos que O” es un centro de
perspectiva para los tridngulos originales. Tenemos que los puntos O, Ay A”
son colineales. El plano que contiene a estos tres y a O corta a m en una recta
que contiene a O”, a Ay a A’, luego los tres estdn alineados. Similarmente
sucede con los otros vértices.

Supongamos que los tridngulos tienen un centro de perspectiva O. Sea O’
un punto exterior a m. Sea A un tercer punto en la recta O’A. Sea A’ la
interseccién de OA con O’ A’ (ambas rectas estan en el plano OAA’). El punto
O es el centro de perspectiva de los tridngulos ABC y A’BC, y éstos no estin
sobre el mismo plano, luego por la parte ya probada ambos tridngulos tienen
un eje de perspectiva r, que concretamente es la interseccién de los planos de
los dos trigngulos. O’ no estd en r, pues la recta OA corta a ABC en A (si
estuviera contenida entonces A estaria en BC). Sea 7’ la interseccién con 7 del
plano que contiene a O y a r. Veamos que r’ es un eje de perspectiva para los
tridngulos originales. Las rectas AB y A’B’ se cortan en un punto P de 7. Sea
P’ el punto donde O’P corta a 7. Se trata de un punto de r’. El plano O’'PB
contiene también a P’, a A y a A, luego su interseccién con 7 es la recta AB,
que también contiene a P’. Del mismo modo se prueba que A’B’ pasa por P’,
luego los lados AB y A’B’ se cortan en r’. Lo mismo vale para AC y A'C’.
Respecto a BC'y BC’, se cortan en un punto de r que ha de estar también en
m, luego en 1’ "

De este resultado general se deducen inmediatamente las versiones afines que
vimos en los capitulos anteriores. Por ejemplo, si las lineas que unen los vértices
de dos tridngulos son concurrentes o paralelas, eso significa que los tridngulos
tienen un centro de perspectiva (finito o infinito), luego también tienen un eje
de perspectiva. Si dos pares de lados son paralelos, su eje de perspectiva pasa
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por dos puntos infinitos, luego es una recta infinita, luego el tercer par de lados
se corta también en el infinito, luego son paralelos. Reciprocamente, si dos
tridngulos tienen los lados paralelos dos a dos, entonces se cortan en tres puntos
infinitos, contenidos en la interseccién de los planos de ambos tridngulos, es
decir, en una recta infinita que es, por lo tanto, un eje de perspectiva. Por
consiguiente los tridngulos tienen un centro de perspectiva, lo que significa que
las rectas que unen sus vértices son paralelas o concurrentes.

Como en el caso afin, un plano proyectivo no cumple necesariamente el teo-
rema de Desargues, lo que nos lleva a distinguir entre planos proyectivos argue-
sianosy no arguesianos. Es claro que un plano proyectivo es arguesiano si y sélo
si se puede sumergir como variedad en un espacio proyectivo. También es claro
que un plano afin es arguesiano si y s6lo si lo es su complecién proyectiva (cons-
truida directamente, como hemos visto al comienzo del capitulo). Puesto que
hemos visto un ejemplo de plano afin no arguesiano, también tenemos probada
la existencia de planos proyectivos no arguesianos.

c r
Ejercicio: En un papel tenemos dos rectas no paralelas, pero D
cuya interseccién queda fuera de los limites de la hoja. Dado un

S

punto P, trazar la recta que pasa por P y por la interseccién de
las rectas sin usar puntos inaccesibles.

Ejercicio: Probar la versién proyectiva del teorema de Papos—Pascal (para todo plano
proyectivo sobre un cuerpo): Sean 7 y r’ dos rectas distintas, sean A, B, C' tres puntos
distintos en r y A’, B’, C’ tres puntos distintos en r’. Entonces los puntos CA’ N AC’
AB'NBA' y BC' N CB’ estén alineados.

8.5 Dualidad

Nos ocupamos ahora de una de las propiedades que contribuyen a que el
enfoque proyectivo de un hecho geométrico ofrezca a menudo una visién més
profunda del mismo. Comenzaremos ilustrandola con un ejemplo sencillo. Con-
sideremos por ejemplo el axioma P1 de los planos proyectivos:

Dados dos puntos distintos, hay una unica recta que los contiene.

Ahora transformamos la afirmacién anterior con la siguiente manipulacién
formal: intercambiamos las palabras ‘punto’ y ‘recta’ a la vez que invertimos
las inclusiones. El resultado es:

Dadas dos rectas distintas, hay un unico punto contenido en ellas.

Vemos que el resultado es otra propiedad de los planos proyectivos, concreta-
mente el axioma P2 maés la unicidad que se sigue de P1. Llamaremos afirmacion
dual de una afirmacién dada sobre un plano proyectivo a la afirmacién que re-
sulta de intercambiar las palabras ‘punto’ y ‘recta’ e invertir las inclusiones. El
principio de dualidad afirma que la afirmacién dual de cualquier teorema sobre
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planos proyectivos es también un teorema. La razén es sencilla: el dual de cada
axioma es un teorema (ya lo hemos comprobado para P1 y para los restantes
es igual de simple), luego la demostracién de la afirmacién dual de un teorema
se obtiene sin mas que reemplazar cada afirmacién intermedia de la prueba por
su afirmaciéon dual correspondiente. Este principio sigue siendo vélido si in-
corporamos como axioma el teorema de Desargues. En efecto, al dualizar un
tridngulo obtenemos un tridngulo (un tridngulo son tres puntos no colineales y
las tres rectas que pasan por cada par de ellos, luego su dual son tres rectas no
concurrentes y los tres puntos donde se cortan, o sea, otro tridngulo) y el dual
de dos tridangulos con un centro de perspectiva son dos tridngulos con un eje de
perspectiva. Esto implica que el dual del teorema de Desargues es él mismo.
Maés concretamente, las dos implicaciones reciprocas son duales entre si.

Los espacios tridimensionales también satisfacen un principio de dualidad,
pero ahora las afirmaciones duales se obtienen intercambiando las palabras
‘punto’ y ‘plano’ e invirtiendo las inclusiones (las rectas son autoduales). Por
ejemplo, dos afirmaciones duales son

Dados tres puntos no colineales existe un unico plano que los con-
tiene

Tres planos que no contengan una misma recta se cortan en un Unico
punto.

Vamos a interpretar algebraicamente este principio de dualidad, lo que nos
permitird generalizarlo a espacios de dimensién arbitraria. Nos basamos en las
propiedades de los espacios duales.

Definicion 8.34 Sea V un espacio vectorial de dimension n+ 1 sobre un cuerpo
K. Sea V* su espacio vectorial dual. Si W es un subespacio de V' definimos

We ={feV*| f(v) =0 para todo v € W},

que es claramente un subespacio de V*.

Sea wq, ..., w,, una base de W y completémosla hasta una base wy, ..., wp41
de V. Sea wy,...,w; ; la base dual. Es facil ver entonces que
o __ * *
W*® = <wm+1,...,wn+1>.

Por consiguiente dim W + dim W° =n + 1.

Similarmente, si W es un subespacio de V* definimos
We ={feV| f(v) =0 para todo f € W},

que es un subespacio de V. Similarmente se prueba la relaciéon entre las di-
mensiones. Ahora es claro que si W es un subespacio de V' o de V* se cumple
We° = W (una inclusién es obvia y las dimensiones dan la igualdad). De aqui
se sigue que las correspondencias W +— W° entre los subespacios de V' y V* son
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biyectivas y mutuamente inversas. Otro hecho obvio es que Wy C Ws si y sélo
si Wy C WY.

Consideremos ahora X = P(V) y sea X* = P(V*). Sea v : V — V* un
isomorfismo. Llamemos P(X) al conjunto de todas las variedades proyectivas
de X. Definimos p : P(X) — P(X) como la aplicaciéon dada por

Es claro que p es biyectiva, asi como que invierte el orden: L, C Lo si y sélo
si p(L2) C p(L1). Observar que p no se altera si sustituimos u por un multiplo
suyo, luego p depende sélo de la homografia H inducida por u.

Definicién 8.35 Una correlacion en un espacio proyectivo X es una biyeccion
p: P(X) — P(X) entre las variedades lineales de X que invierte el orden.

Hemos probado que cada homografia H : X — X* induce una correlacién
entre las variedades lineales de X. A las correlaciones inducidas por homografias
las llamaremos correlaciones proyectivas. Veremos enseguida que la existencia
de correlaciones implica el principio de dualidad. Antes probamos las propieda-
des bésicas de las correlaciones:

Teorema 8.36 Sea X un espacio proyectivo de dimension n y consideremos en
él una correlacion p : P(X) — P(X). Entonces

1. Ly C Lo siy solo sip(Le) C p(Ly).
2. dim L + dimp(L) = n.
3. p(L1 + L2) = p(L1) Np(L2), p(L1NL2)=p(L1)+p(La).

DEMOSTRACION: 1) es parte de la definicién de correlacién.
2) Dada una variedad L podemos formar una sucesién de variedades

L,clyclyC---CL,=2X,

donde dim L; = i para todo ¢ y L = L; para algtin i. Al aplicar p obtenemos
una sucesién decreciente de variedades, luego necesariamente dimp(L;) = n —i.
3) es consecuencia inmediata de que p es biyectiva e invierte el orden, pues
necesariamente ha de enviar la menor variedad que contiene a dos dadas en la
mayor variedad contenida en dos dadas, y viceversa. m

Ahora es claro que un espacio proyectivo X de dimensién n satisface el
principio de dualidad siguiente:

Dada una afirmacion sobre X, la afirmacion que resulta de intercam-
biar las variedades de dimension m por las variedades de dimension
n —m e invertir las inclusiones es equivalente a la dada.
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Por ejemplo, partamos de que toda recta contiene tres puntos y vamos a
probar que toda variedad de dimensién n — 2 esté contenida en tres hiperplanos.
Fijamos una correlacion p. Dada una variedad L de dimensién n — 2, entonces
p(L) es una recta, luego contiene tres puntos, que podemos expresar en la forma
p(L1), p(Lsa), p(L3), donde Li, Ly y L3 son tres hiperplanos distintos. Por
consiguiente L. C L1 N Lo N Ls. n

Hay una forma equivalente de expresar las correlaciones proyectivas que
permite introducir una propiedad de simetria. Un isomorfismo u : V — V*
induce una forma bilineal regular F': V xV — K mediante F (v, w) = u(v)(w).
Reciprocamente, cada forma bilineal regular F' induce un isomorfismo w por la
relacién anterior. De este modo tenemos una biyeccién entre isomorfismos y
formas regulares, y cada correlacién proyectiva estd inducida por una forma
regular.

Con mas detalle, si F' es la forma bilineal inducida por v y W es un subespacio
de V', entonces

u[W]°={v eV | F(w,v) =0 para todo w € W}.

Representaremos este conjunto por W¥. De este modo, la correlacién in-
ducida por una forma bilineal F viene dada por p(P(W)) = P(W!). Hemos
probado que

dim W + dim W =n + 1

Diremos que F' es ortosimétrica si F(v,w) = 0 equivale a F(w,v) = 0, para
todo par de vectores v y w. Una forma regular en un espacio V' es ortosimétrica
si y sélo si WEF = W para todo subespacio W de V, pues si F es ortosimétrica
entonces W C WFF | y como las dimensiones son iguales se da la igualdad,
reciprocamente, si F(v,w) = 0 entonces w € (v)" y v € )" c (w)", luego
F(w,v) = 0. A su vez esto equivale a que la correlacién inducida cumpla
p(p(L)) = L, para toda variedad L, es decir, p o p es la identidad.

Definicion 8.37 Una correlacion p es simétrica si p o p es la identidad.

Tenemos que una correlacién proyectiva es simétrica si y solo si la forma bi-
lineal que la induce es ortosimétrica. En vista de esto es interesante caracterizar
las formas bilineales regulares ortosimétricas:

Teorema 8.38 Sea F' una forma bilineal ortosimétrica regular en un espacio
vectorial V. Entonces F estd en uno de los dos casos siguientes:

1. F es simétrica, es decir, F(v,w) = F(w,v) para todo v,w € V.

2. F es antisimétrica, es decir, F(v,w) = —F(w,v) para todo v,w € V. En
tal caso dim V' ha de ser par.

DEMOSTRACION: Para cada y € V llamemos u(y) y v(y) a las formas de
V* dadas por u(y)(z) = F(z,y) vy v(y)(z) = F(y,x). El hecho de que F sea
regular implica que v y v son dos isomorfismos entre V' y V*. La hipdtesis de
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ortosimetria implica que u(y) y v(y) tienen el mismo nicleo, luego existe un
escalar t, tal que v(y) = tyu(y).
Si y1 e yo son vectores linealmente independientes, entonces

(Y1 +y2) = ty g u(yr +y2) =ty ulyn) + ty,ulye),

de donde se sigue que t,, = ty, 4y, = ty,. Es facil ver entonces que el escalar
t, no depende de y (si V tiene dimensién 1 se llega inmediatamente a la misma
conclusién). Por consiguiente v(y) = tu(y), para todo y.

Distinguimos dos casos. Si existe un vector a € V tal que F(a,a) # 0,
entonces u(a) = v(a) # 0, de donde ¢ = 1, luego

F(z,y) = u(y)(z) = v(y)(z) = F(y, z),
es decir, F' es simétrica. Si F'(a,a) = 0 para todo vector a, entonces
0=Flv+w,v+w)=F(v,w)+ F(w,v),

luego F'(v,w) = —F(w,v) para todo para de vectores, luego F' es antisimétrica.
Falta ver que en este caso la dimensién del espacio es par.

Sea e1,...,e, una base de V y ef, ..., e’ su base dual. La matriz A de u en
estas bases tiene en el lugar (7,7) a u(e;)(e;) = F(ej,e;). La antisimetria nos
da entonces que A = —A. Tomando determinantes |A| = (—1)"|A|, luego n ha
de ser par, pues |A| # 0. n

Esta clasificacion es satisfactoria porque ahora basta conocer la matriz de F’
en una base para saber si es 0 no ortosimétrica (segun si la matriz es simétrica
o antisimétrica).

En particular resulta que las correlaciones proyectivas simétricas de los pla-
nos proyectivos son las inducidas por formas bilineales simétricas (no pueden
ser antisimétricas porque estdn definidas sobre un espacio tridimensional).

Dado un espacio proyectivo X, llamaremos H(X) al conjunto de todos los hi-
perplanos de X. Cada correlacién se restringe a una biyeccién p : X — H(X).
A tales biyecciones se las llama dualidades, y si la correlacion es simétrica se
llaman polaridades. Por el teorema 8.36, cada dualidad determina la correlaciéon
que la define. Una polaridad p empareja cada punto P de X con un hiperplano
II. Diremos que P es el polo de IT y que II es el hiperplano polar de P.

Si U es la n+ 1-tupla de coordenadas homogéneas de un punto @) respecto a
un sistema de referencia y A es la matriz de una dualidad proyectiva p en dicho
sistema (es decir, la matriz de una forma bilineal que la induzca), entonces p(Q)
es el hiperplano de ecuacién UAX! = 0.

El ejemplo mas simple lo tenemos cuando A es la matriz identidad. Fi-
jado un sistema coordenada, el hiperplano polar del punto (ai,...,an+1) €s el
determinado por la ecuacién a1z1 + - - - apt1Zn4+1 = 0, y viceversa.

Notemos que si H es una homografia en X, entonces H se extiende a una
biyeccién H : P(X) — P(X) que conserva las inclusiones (H(L) = H[L]). El
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comportamiento de las homografias asi extendidas es muy similar al de las co-
rrelaciones, salvo que no invierten las inclusiones. El teorema siguiente muestra
la compatibilidad entre ambas nociones:

Teorema 8.39 Sea H una homografia en un espacio proyectivo X y sean p y
q dos correlaciones proyectivas en X. Entonces Hop y po H son correlaciones
proyectivas p o q¢ es una homografia.

DEMOSTRACION: Los tres hechos se prueban de forma similar. Veamos tan
s6lo que p o ¢ es una homografia. Fijemos un sistema de referencia proyectivo
y sean A y B las matrices de p y ¢ en dicho sistema. Sea U la n + 1-tupla de
coordenadas homogéneas de un punto Q). Entonces p(Q) es el hiperplano de
ecuacién UAX? = 0. La imagen por ¢ de este hiperplano es UAB™!, luego pogq
es la homograffa inducida por el isomorfismo de matriz AB~". n

Si p y ¢ son correlaciones no necesariamente proyectivas, lo inico que po-
demos decir de p o g es que es una biyeccidon que conserva las colineaciones. Si
estamos en un espacio proyectivo real podemos concluir que se trata de una
homografia por el teorema fundamental. En particular, si p es una correlaciéon
arbitraria y ¢ es proyectiva, tenemos que p o ¢ = H es una homografia, luego
p=qo H™! es también proyectiva. En definitiva:

Teorema 8.40 Toda correlacion en un espacio proyectivo real es proyectiva.

El principio de dualidad se aplica a enunciados que contienen homografias.
Para verlo, dada una homografia H € GP(X) y una dualidad p, definimos
H? : X — X como la homograffa dada por H?(Q) = p(H[p~1(Q)]).

Veamos un ejemplo. Diremos que una homografia H tiene un centro de
perspectiva O si fija a los hiperplanos que pasan por el punto O, y diremos
que H tiene un eje de perspectiva II fija a todos los puntos del hiperplano
II. Recordemos que hemos definido una perspectividad como una homografia
distinta de la identidad que tiene un centro y un eje de perspectiva. Ahora bien,
es claro que se cumple la afirmacién siguiente:

Toda homografia con un eje de perspectiva tiene un centro de pers-
pectiva.

La razén es que al restringir la homografia al complementario de su eje tiene
que ser una traslaciéon o una homotecia. Vamos a probar el teorema dual:

Toda homografia con un centro de perspectiva tiene un eje de pers-
pectiva.

Fijamos una correlacién proyectiva p. Basta observar que si H tiene a O
por centro de perspectiva, entonces H? tiene a p(O) como eje de perspectiva:
en efecto, si Q@ C p(O), entonces O C p~H(Q), luego H[p~*(Q)] = p™(Q),
luego Q@ = HP(Q). Por consiguiente H? tiene un centro de perspectiva F, y un
razonamiento similar muestra que p~!(E) es un eje de perspectiva de H. =

En general podemos dualizar cualquier afirmacién que haga referencia a
homografias considerando a éstas autoduales.
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8.6 Razones dobles y separaciéon harmodnica

Introducimos ahora otro de los conceptos fundamentales de la geometria
proyectiva. Antes conviene establecer un convenio 1til para trabajar con pers-
pectividades y homografias. La notacién

Ay, . Ay % By,..., B,
indicard que los puntos colineales distintos Aq,..., A, se transforman respec-
tivamente en Bj,..., B, por una homografia. Cuando la homografia sea una

proyeccién perspectiva de centro O y queramos indicarlo explicitamente escri-
biremos
Aty s Ay 2 By, By,

Notemos que un sistema de referencia proyectivo en una recta estd formado
simplemente por tres puntos distintos. Por lo tanto, una homografia H entre
rectas queda completamente determinada en cuanto conocemos la imagen de
tres puntos distintos P, @, R, es decir, que H : PQR + P'Q'R’' sirve como
definicién de una homograffa H (siempre que las dos ternas de puntos sean
colineales).

Si consideramos un cuarto punto S, entonces existe un dnico punto S’ tal
que PQRS + P'Q'R'S’. Para determinarlo basta observar que S’ ha de tener
las mismas coordenadas respecto a P’, Q', R’ que S respecto a P,Q, R. Esto
nos lleva a la definicién de razon doble:

Definicién 8.41 Dados cuatro puntos distintos P, @), R, S en una recta pro-
yectiva X sobre un cuerpo K, llamaremos razén doble entre ellos a

«a
B

donde (a, B) son las coordenadas homogéneas de S respecto al sistema de refe-
rencia P, Q, R.

fR(PaQaRaS): EKU{OO}?

Estamos adoptando el convenio de que a/3 = oo si y sélo si § = 0. Vea-
mos una caracterizacion sencilla pero practica. Tomemos como punto infinito
de P%(K) a oo = (1,0). Los demds puntos (a,3) pueden identificarse con
los escalares a/3. Dados P, Q, R, S, existe un tnico S’ € P%(K) tal que
PQRS +« o001S5’. Entonces R(P,Q,R,S) = S’, pues claramente la homo-
graffa PQR + o001 no es mds que el sistema de coordenadas determinado por
los puntos P, Q, R.

Visto asi es obvio que la razén doble se conserva por homografias, es decir,
que si PQRS + P'Q'R'S’, entonces

fR(‘P7Q7—Ru S) = fR('PI7C2I7‘RI7S/)‘

El teorema siguiente explica el nombre de “razén doble”.
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Teorema 8.42 Sean Py, Py, Ps, P, cuatro puntos distintos de una recta pro-
yectiva cuyas coordenadas cartesianas en un sistema de referencia dado sean
X1, Ta, T3, T4 TESpectivamente (pueden ser finitas o infinitas). Entonces

r3 —T1 T3 — T2

R(Py, P2, P3, Py) = : .
Tyg — X1 Ty — T2

DEMOSTRACION: Podemos suponer que x1, o y 3 son finitas. Considere-
mos la aplicacién H : P?(K) — P?(K) dada por

H(x):.’tg—.’[l . Trs — T2

xT—x T —xa
Se trata de una homografia, pues puede expresarse como

(x3 — x1)x — T2 (23 — 1)

H(z) = (x3 — z2)x — 21 (23 — T2)’

y su determinante es (z3 — x1)(x3 — x2)(x2 — 7).

Ademds se cumple claramente H(z1) = oo, H(z2) =0, H(xz3) = 1. La com-
posicion del sistema de coordenadas dado con la aplicaciéon H es una homografia
que hace corresponder Py P, P3P, + 0001 H(x4), luego la razén doble es H(x4),
lo que nos da la férmula indicada. L]

Es obvio que existe una homografia que hace corresponder cuatro puntos
colineales con otros cuatro puntos colineales si y sélo si sus razones dobles coin-
ciden. Veamos ahora la interpretacion geométrica de la razén doble.

Sea X un espacio proyectivo en el que hemos seleccionado un hiperplano
infinito TI. Entonces X \ II tiene estructura de espacio afin. Sea L una recta
en X no contenida en II. Sean P, P, P3, P, cuatro puntos distintos en L.
Supongamos que todos ellos son finitos. Consideremos un sistema de referencia
afin (O;v1,...,7,) tal que O y O 4+ ¥ estén en L. Entonces las coordenadas de
cada P; son de la forma (z;,0,...,0). Es claro que z; es la coordenada de P; en
el sistema de referencia (O; 1), luego podemos calcular la razén doble mediante

—_—
la férmula del teorema anterior. Es claro que P; P3 = (x3 — x1)71, etc. luego la
razon doble es

PiP; PBP.
R(Py, Py, P3, Py) = —— + =—.
PPy PPy

Supongamos ahora que Py = oo = LNII. Entonces (x3 — x2)/(x4 —z2) =1
y la expresién se reduce a

PP
fR(Pl,OO,P;g,P4) = 1_?;
PP,
En particular, si R(Py, 00, P5, Py) = —1 entonces P; es el punto medio del

segmento P3Py (suponiendo car K # 2).
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Las tres rectas que atraviesan el camino de la fi-
gura estan equiespaciadas, por lo que los puntos ori- S
ginales cumplen R(Q, co, P, R) = —1. Sin embargo,
la perspectividad transforma el punto infinito de la R
recta PR en un punto finito, luego la razén doble, Q
aunque sigue siendo —1, ya no se interpreta como P
la proporcién entre los vectores y vemos que, en
efecto, Q ya no es el punto medio del segmento PR. Vemos, pues, que las
homografias no conservan los puntos medios de los segmentos, ni en general la
proporcién entre vectores. Sin embargo, las afinidades envian puntos infinitos
en puntos infinitos, de donde se sigue que, como ya sabemos, si conservan las
proporciones.

La vista humana es capaz de estimar razones dobles, pues podemos estimar
(incluso con un solo 0jo) la proporcién entre dos segmentos vistos oblicuamente.

El hecho de que las homografias conservan las razones dobles contiene impli-
citamente el teorema de Tales. En efecto, consideremos un triangulo ABC y
una recta r en su plano que no pase por sus vértices. Digamos que r corta a los
lados AB, AC y BC en los puntos P., P, y P,. Entonces CP,B %’ AP.B. Si
tomamos un punto D en BA y un punto E en BC es evidente que la recta DFE
pasara por el punto P, siy sélo si CP,BE % AP.BD, lo que a su vez equivale
a que R(C,P,,B,E) =R(A, P., B, D).

En particular, si tomamos como 7 la recta infinita, lo que hemos probado
equivale a que las rectas AC'y DFE son paralelas si y sélo si

— —
CB AB
= = =,
CE BD

que es justo lo que afirma el teorema de Tales.

Vamos a seguir esta linea de argumentos para probar que las medianas de
un tridngulo se cortan en un punto. M4&s en general, probaremos el teorema
siguiente:
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Teorema Si la recta DE de la figura es paralela a 8.
AB, entonces Q) es el punto medio de AB.

Para probarlo lo transformaremos primero en un
teorema proyectivo, es decir, eliminaremos el concepto
de paralelismo. Tracemos una figura similar pero con
el punto infinito de las rectas paralelas proyectado en
un punto finito €V'.

A Q B

Esta configuracién es muy importante en geometria proyectiva, por lo que
hemos de introducir algunas definiciones.

A Q B 94

Definicion 8.43 Un cuadrildtero completo en un plano proyectivo es una figura
formada por cuatro puntos no colineales tres a tres, llamados wvértices junto
con las seis rectas que unen cada par de ellos, llamadas lados. Dos lados se
dicen contiguos u opuestos segun si tienen o no un vértice en comun. Las tres
intersecciones de lados opuestos se llaman puntos diagonales del cuadrildtero.

La figura anterior muestra un cuadrilatero completo, cuyos vértices y puntos
diagonales estan marcados con cuadrados y tridngulos respectivamente. Es facil
ver que los tres puntos diagonales son siempre distintos entre si.

Dados cuatro puntos colineales A, B, 2, ', diremos que el par (A, B) separa
harmdnicamente al par (2,Q) si A y B son dos vértices de un cuadrildtero
completo, ' es un punto diagonal y € es la interseccién con AB de la recta que
une los otros dos puntos diagonales. Lo representaremos H(A, B;Q, Q).

El teorema que queremos probar es una consecuencia inmediata de este im-
portante resultado:

Teorema 8.44 Si A, B, Q, Q' son cuatro puntos colineales distintos, entonces
H(A, B;Q, Q) siy sélo si R(A, B,Q, Q) =—1.

DEMOSTRACION: Supongamos que H(A, B;Q,Q'). Sea entonces un cua-
drildtero completo de vértices A, B, D y E de modo que ' sea un punto
diagonal y € sea la intersecciéon con AB de los otros dos, digamos C'y F' (ver
la figura). Tomemos como sistema de referencia proyectivo los puntos

A(1,0,0), B(0,1,0), C€(0,0,1), F(1,1,1).
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Respecto a este sistema, la recta AB tiene ecuacién z = 0, mientras que C'F'
tiene ecuacién = = y. Por consiguiente 2(1,1,0).

Del mismo modo vemos que AC es y =0y FB es ¢ = z. Por consiguiente
D(1,0,1) y similarmente se calcula E(0,1,1).

De aqui obtenemos que DF tiene ecuacion z = x+y. Se trata de la ecuacion
del plano que contiene a (0,0,0) y a las dos ternas de coordenadas. Por ejemplo
se obtiene de

Ty
1 0 =0.
0 1

— =N

Con esto podemos concluir que Q'(1,—1,0). Es claro que si eliminamos la
dltima coordenada (nula) de los puntos de la recta AB obtenemos sus coordena-
das homogéneas respecto a un sistema de referencia de la recta. Concretamente
queda

A(1,0) =00, B(0,1)=0, Q(1,1)=1, Q(1,-1)=-1.

Ahora es claro por definicién que R(4, B,Q, Q) = —1.

Reciprocamente, dados A, B, 2, es facil construir un punto P tal que
H(A, B;Q, P). Por la parte ya probada R(A, B,Q, P) = -1 = R(A, B,Q, ),
luego P = Q. n

Ejercicio: Sea X un plano proyectivo sobre un cuerpo K. Probar que car K = 2
equivale a que los puntos diagonales de un cuadrildtero completo estén alineados, y
también a que los puntos diagonales de todo cuadrildtero completo estén alineados.
La negacion de este hecho se conoce como azxioma de Fano.

Usando el teorema 8.42 es facil ver que
H(A, B;Q,Q) & H(B, A;Q,Q) & H(A,B; Y, Q) & H(Q,Q; A B),

En particular, si DE es paralela a AB, entonces el punto £’ es infinito y
H(Q, Q5 A, B) luego R(Q,Q', A, B) = —1, que equivale a que 2 sea el punto
medio de A y B, como querfamos probar.

Las equivalencias anteriores expresan que la separaciéon harmdénica de dos
pares de puntos depende tinicamente de los pares, A, B y , (Y, sin importar el
orden de ambos ni el orden de sus componentes. Es claro que dados tres puntos
colineales distintos A, B y (2, existe un tinico punto €’ distinto de los anteriores
tal que H(A, B;Q,Q'). A dicho punto se le llama el conjugado harmdnico de §2
respecto a A, B. Asi, dos puntos cualesquiera A y B dividen la recta que los
contiene en pares de conjugados.

Hay una configuracién mds general en torno a los cuadrildteros completos
que conviene introducir.

Definicién 8.45 Diremos que seis puntos (no necesariamente distintos) en una
recta r forman un conjunto cuadrangular, y lo representaremos Q(ABC; DEF),
si existe un cuadrildtero completo con vértices exteriores a r y de modo que A,
B, C sean las intersecciones con r de los lados que pasan por tres de los vértices
y D, E, F sean las intersecciones con r de los lados opuestos respectivos.
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A D B C F E

Observar que si Q(ABC; DEF) las unicas coincidencias posibles son A = D,
B = E o C = F. Veamos en primer lugar que esta configuracion estd relacionada
con la separacién harmonica:

Teorema 8.46 Cuatro puntos distintos cumplen H(A, B;C, D) si y sdlo si
Q(ABC; ABD).

DEMOSTRACION: Si Q(ABC; ABD) entonces A y B son dos puntos diago-
nales de un cuadrildtero completo. Si llamamos O al tercer punto diagonal y
C’, D’ alos vértices del cuadrildtero de uno de los lados que pasan por A, segiin

indica la figura, entonces ABCD % AB'C'D’, y es claro que H(A, B’;C'D’),
luego lo mismo es vélido para ABCD.
C/
D/

A C B D
Reciprocamente, si H(A, B; C, D) tomamos un punto arbitrario C’ fuera de
la recta, elegimos D’ en AC’, trazamos CC’, BD' y la recta que pasa por A y
la interseccién de estas dos. Con ello determinamos una figura como la anterior
salvo que el punto D no es necesariamente el dado, sino otro punto D*. Por la
parte ya probada resulta que H(A, B; C, D*), luego D = D* y por consiguiente
Q(ABC; ABD). "

El resultado principal que vamos a probar sobre conjuntos cuadrangulares
es el siguiente:

Teorema 8.47 Si M # N entonces la relacion MNAB «~ MNA'B' es equi-
valente o QUM AB; NB'A').

DEMOSTRACION: Supongamos MNAB +~ MNA'B’. Tomemos una recta

por M y un punto O; fuera de las dos rectas. Sean A; y Bj las intersecciones
con la recta elegida de las rectas O1A y O1B. Sea Oy = A’A; N B'By.
2

Ay
B

O1
A B N A B M
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Entonces M AB % MA B, %2 MA'B’. Puesto que una homografia ests
determinada por la imagen de tres puntos, esta sucesion de perspectivas ha de
fijar a IV, lo cual sélo es posible si N esta alineado con O; y O3, lo que implica
Q(MAB; NB'A"). El razonamiento se invierte sin dificultad. "

Si aplicamos el razonamiento del teorema anterior con M = N, obtenemos
una homografia con M como tinico punto fijo, y viceversa. Usaremos la notacién
MMAB « MMA'B' para indicar que la homograffa tiene a M como tnico
punto fijo. Observar que MMA - MMA’ determina una tnica homografia,
pues, considerando como infinito el punto M, una homografia que cumpla esto
ha de ser una traslacién, luego estd determinada por la imagen de un punto A.
Una leve modificacién del razonamiento anterior nos da el teorema siguiente:

Teorema 8.48 La relacion MMAB «~ MMA'B’ equivale a QUM AB; MB'A’).

Ejercicio: Probar que cinco puntos de un conjunto cuadrangular determinan el sexto.

Ejercicio: Probar que una relacién Q(ABC, ABC') equivale a que la caracteristica
del cuerpo sea 2.

Es inmediato que en una relacién Q(ABC; A’B’C") podemos permutar las
tres componentes de uno de los grupos siempre y cuando permutemos igualmente
las otras tres. Un hecho no inmediato pero que ya estamos en condiciones de
probar es el siguiente:

Teorema 8.49 La relacidn Q(ABC; A’B'C") equivale a Q(A'B'C"; ABC).

DEMOSTRACION: Si A= A’, B= B’, C = C’ no hay nada que probar. Por
lo tanto podemos suponer que se cumplen a lo sumo dos igualdades. Si de hecho
se dan dos igualdades aplicamos 8.46. Si se cumple a lo sumo A = A’ podemos
aplicar uno de los dos tltimos teoremas para concluir que AA'BC « AA'C'B’.
Tomando la homograffa inversa tenemos que A’AB'C’"  A’ACB, lo que a su
vez equivale a Q(A’B’'C’; ABC). n

Veamos ahora un par de aplicaciones mas de las razones dobles y la sepa-
racién harmonica.

Teorema 8.50 (Teorema de Menelao) Tres puntos X,Y, Z situados en los

lados BC, AC' y AB de un tridngulo son colineales si y sdlo si
—_— = —
BX CY AZ
_ = = =
XCYAZB

DEMOSTRACION: Sean A, Boo, Coo ¥ Pao los puntos infinitos de las rectas
BC, AC, AB'y XY. Sea A’ = AP, N BC. Tenemos Y BoCA = XA CA,

luego R
YO XC
— =R(Y,Bx,C, 4) = R(X, A, C, A) = —.
YA XA
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La colinealidad de X, Y, Z equivale a ZC,,AB P%’ XA, A'B, o también a

— —
!

22 R(Z,Coor A, B) = R(X, A, A", B) = 22

ZB XB

Por lo tanto X, Y, Z son colineales si y sélo si
—_— — — —_— = ——
BX CY AZ BX CX A'X
— s s = = = =
XCYAZB XC XA" XB

Teorema 8.51 (Ceva) En un tridngulo, tres cevianas AX, BY, CZ son con-
currentes si y solo si

—_— — —
BX CY AZ
_— = — — 1
XCYAZB
DEMOSTRACION: Sea D = XY N AB. Supongamos primero que D es finito.
C
Y,

A Z B D
Entonces, por el teorema de Menelao,

_— = —

o)
~
=l
N
™)

p— ::—1
XC YA DB

Es claro que las cevianas son concurrentes si y sélo si Z y D son conjugados
harmonicos respecto a A y B, lo cual a su vez equivale a que
—_— —
AZ BZ

S
AD BD
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Multiplicando las dos igualdades obtenemos la condicién de Ceva.
Si D es el punto infinito entonces X oo CB % Y co C'A, luego

:R(X’ OO? C7 B) = R(Y; OO7 C7 A)’

donde oo representa un punto distinto en cada caso.
Por consiguiente
— —
XC YC
pr—E——
XB YA
Por otra parte, el hecho de que Z y D sean conjugados harmonicos equivale
a que Z sea el punto medio de A y B, es decir, a que

La conclusién es obvia. n

Para terminar la seccién aplicaremos los resultados sobre separaciéon harmo-
nica al estudio de las involuciones, que definimos a continuacién. Su interés se
debe en gran parte a que las involuciones son las polaridades proyectivas de las
rectas.

Definicion 8.52 Una involucion en una recta proyectiva X es una homografia
I: X — X de orden 2, es decir, tal que I # 1 pero [ oI = 1. Diremos que dos
puntos Py @ de X son conjugados respecto a I si I(P) = Q.

Es claro que cada punto tiene un tinico conjugado respecto a una involucién
dada (que puede ser él mismo). Si P es el conjugado de @, entonces @ es el
conjugado de P.

Teorema 8.53 Las involuciones de una recta coinciden con sus polaridades
simétricas.

DEMOSTRACION: Sea A la matriz de una involucién f en un sistema de
referencia cualquiera. Entonces A2 es un multiplo de la matriz identidad. Plan-
teando las ecuaciones a las que esto conduce llegamos facilmente a que

A(u U), donde u* + vw # 0.
W —u

Consideremos la polaridad simétrica p que en el mismo sistema de referencia
tiene matriz
v o—u
B= .
—-u —w

El punto polar de un punto de coordenadas (a,b) es el que tiene ecuacién

w2 3)(5)



244 Capitulo 8. La geometria proyectiva

es decir, (av—bu)x+ (—au—bw)y = 0. El punto es, pues, (au+bw, av—bu), que
coincide con la imagen de (a, b) por f. Por consiguiente f = p. Reciprocamente,
toda polaridad simétrica tiene matriz B en un sistema de referencia arbitrario,
y la homograffa de matriz A es una involucién que coincide con la polaridad
dada. "

Ejercicio: Probar que la dnica polaridad antisimétrica de una recta proyectiva es la
identidad.

Teorema 8.54 Sea X una recta proyectiva.

1. Si H € GP(X) cumple H(P) = Q y H(Q) = P para dos puntos distintos
P y Q, entonces H es una involucion.

2. Dados dos pares (A, A"), (B, B’) (sin puntos comunes) existe una tunica
involucion I respecto a la cual son pares conjugados.

3. Tres pares (A, A"), (B,B’) y (C,C") son conjugados respecto a una invo-
lucion si y sdlo si Q(A,B,C; A', B',C").

4. Si Ay B son puntos fijos de una involucion I, entonces cada par de puntos
conjugados respecto de I son conjugados harmdnicos respecto de A y B.

5. Toda homografia en X es producto de dos involuciones.

DEMOSTRACION: 1) Sea P = (v) y Q = (w). Si H = H(u), entonces
u(v) = aw y u(w) = Pv. La matriz de u en la base v, w es

0 «
A:(ﬂ 0)’

y es claro que A% = a1, luego H? = 1.

2) Si uno de los pares tiene componentes distintas, digamos A # A’ entonces
la homografia AA’B + A’AB’ es una involucién por 1), y claramente es la tnica
para la cual los pares dados son conjugados. El caso en que A = A’y B= B’
lo deduciremos de 4)

3) Podemos suponer que al menos A # A’. Si existe la involucién enton-
ces AA'BC + A’AB'C'. Por otra parte A’AB'C"  AA’C'B’ por el apartado
anterior. Componiendo ambas homografias tenemos AA’BC « AA'C'B’, que
por el teorema 8.47 equivale a Q(ABC; A'B’C"). Si se cumple esta condicién
llegamos igualmente a AA'BC < A’AB'C’, lo que implica la existencia de la
involucién.

4) Basta hacer A= A’, B = B’ en 3) y usar el teorema 8.46.

Ahora podemos completar la prueba de 2): Dados dos puntos distintos A
y B, existe una unica involucién con A y B como puntos fijos pues, dado otro
punto C, la imagen de C ha de ser necesariamente su conjugado harménico
respecto de Ay B, digamos C’, que cumple ABCC" ~ ABC'C, y entonces ésta
es la tnica involucién posible.
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5) Sea f una homografia. Podemos suponer que es distinta de la identidad.
Sea A un punto no fijado por f. Sea f(A) = A" # Ay f(A') = A”. Sea I
la involucién determinada por AA’A” - A” A’ A (notar que A puede ser igual o
distinto a A”). Entonces J = (folI) intercambia A y A’, luego es una involucién.
Por consiguiente f = JoI. m

Conviene observar que, aunque una homografia en una recta puede tener en
general 0, 1 o 2 puntos fijos, lo cierto es que una involucién no puede tener un
unico punto fijo, pues tomandolo como punto infinito obtenemos una afinidad de
orden 2, de ecuacién f(z) = a+ bz, no puede ser b = 1 pues entonces no tendria
orden 2 (aqui hay que suponer car K # 2), y entonces la ecuacién z = a + bx
tiene como solucién un segundo punto fijo.

Ejercicio: Dos involuciones se llaman harmdnicas si su producto es una involucién.
Probar que dos involuciones son harménicas si y s6lo si conmutan.

8.7 Espacios sobre cuerpos ordenados

Sabemos que una ordenacién sobre un cuerpo se traduce en que en los es-
pacios afines asociados cada recta tiene asociadas dos ordenaciones naturales,
mutuamente inversas. En esta seccién exploraremos las consecuencias que tiene
en geometria proyectiva el trabajar con un cuerpo ordenado.

Para interpretar intuitivamente lo que sigue hemos de pensar que los ex-
tremos de una recta afin se unen en el punto infinito, con lo que una recta
proyectiva es en realidad una circunferencia. Asi, del mismo modo que dos
puntos en una circunferencia no determinan un segmento, sino que la dividen
en dos arcos, igualmente dos puntos en una recta proyectiva no determinan un
segmento, sino dos. Si los puntos son finitos, un segmento es el usual, y el otro
estd formado por los puntos exteriores al segmento més el punto infinito. Si te-
nemos un punto finito y otro infinito, los dos segmentos que aparecen son las dos
semirrectas con origen en el punto finito. Vemos, pues, que los conceptos afines
de “segmento” y “semirrecta” corresponden a un mismo concepto proyectivo:
una semirrecta no es mas que un segmento con un extremo infinito.

A lo largo de toda la seccién supondremos que los espacios proyectivos que
consideramos estdn definidos sobre un cuerpo ordenado K (en particular de
caracteristica 0). Dada una recta proyectiva X = P(V'), dos puntos de X son
de la forma A = (v) y C' = (w), donde v y w son linealmente independientes.
Definimos los conjuntos

St(v,w) = {(u) | v =av+ fw con af > 0},

S_(v,w) = {(u) | u=av+ fw con af < 0}.

Es claro que todo punto de X distinto de A y C' estd en uno y sélo uno de
los dos conjuntos anteriores. Ambos contienen infinitos puntos. Unicamente A
y C estan en ambos a la vez. Los llamaremos segmentos de extremos Ay C.
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Si cambiamos los generadores de P y Q por v' = av y w’ = bv, entonces
segun los signos de a y b sucedera

S+('U, w) = SJr(U/’w/) y SL('U,’UJ) = S,('U/,’wl)

o bien
S+(U,ZU) = S—(U/aw/) y S_(v,w) = S+(U/aw/)'

De este modo, cada par de puntos A y C divide la recta en dos segmentos, si
bien es imposible distinguir uno de otro (la distincién depende de la eleccién de
los generadores). Pese a esto, es posible distinguirlos en funcién de un sistema
de referencia, pues entonces podemos elegir como generador de cada punto finito
el vector que corresponde a las coordenadas homogéneas de la forma (1, «). Asi,
dados dos puntos P(1,«) y Q(1,3), podemos definir

S+<P, Q)

{a(1,a) +b(1,8) | ab > 0} = {(1 aaj‘b + ab—fb> | ab > 0}

= {(L,da+1-XN3)|0<A<1},

que es el segmento de extremos « y ( en el sentido de la geometria afin, y
S_(P,Q), que es el complementario del anterior.
Si consideramos un punto P(1,«) y el punto infinito Q(0, 1), entonces

S (P,Q) {a(1,a) +b(0,1) | ab > 0} = {(1,a + 2) | ab> 0} U {oc}

= {(L,A) [a< A} U{oo},
que es una de las semirrectas de origen en «. Similarmente se comprueba que
S_(P,Q) es la semirrecta complementaria.

Con esto hemos probado lo que habiamos afirmado: al quitarle el punto
infinito a un segmento proyectivo obtenemos un segmento afin, o bien el com-
plementario de un segmento afin, o bien una semirrecta.

Si no fijamos un sistema de referencia, para distinguir los dos segmentos con
un mismo par de extremos hemos de usar un tercer punto:

Dados tres puntos distintos A, B, C en una recta, definimos ABC como el
segmento de extremos A y C' que contiene a B. Veamos algunas propiedades:

Teorema 8.55 Sean A, B, C puntos de una recta proyectiva X .
1. ABC = CBA.
2. 8iDe ABC, A+ D # C, entonces ABC = ADC.
3. S§i D ¢ ABC entonces ABCUADC = X y ABCNADC = {A,C}.

4. Dado ABC, ezxisten puntos P y @ tales que ABC = APB U BQC y
APBNBQC = {B}.
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5. 8iDe ABC, D # A, B,C entonces eziste P tal que BPD C ABC.

6. Una homografia ABC « A'B'C’ transforma ABC en A'B'C".

DEMOSTRACION: Las tres primeras propiedades son consecuencias inmedia-
tas de la definicién de segmento. La tltima es inmediata y las propiedades 4)
y 5) se reducen a las propiedades de los segmentos afines. Por ejemplo, para
probar 4) tomamos como punto infinito un punto del segmento complementario
a ABC' y lo que hay que probar es que si B € AC entonces AC = AB U BC,
ABnN BC = {B}, lo cual es obvio. "

En general, cualquier propiedad bésica sobre segmentos se prueba sin difi-
cultad reduciéndola a una recta afin mediante una eleccién oportuna del punto
infinito.

Aunque, como ya hemos dicho, no podemos ordenar las rectas proyectivas,
si podemos introducir un concepto importante a la hora de “localizar” figuras:

Definicién 8.56 Sean A, B, C, D cuatro puntos distintos en una recta pro-

yectiva. Diremos que el par AB separa al par CD, y lo representaremos por
AB || CD,si D ¢ ACB.

A
Esto significa que los dos segmentos de extremos A y

B son ACB y ADB. En particular cualquiera de los seg-
mentos de extremos A y B corta a cualquiera de los seg-
mentos de extremos C'y B. Por el contrario, si AB }f CD,
B entonces tenemos C, D € ACB, luego existe un P tal que
D CPD c ACB. Sitomamos un punto infinito en el segmento
complementario de AC'B tenemos una inclusién de segmentos usuales con extre-
mos distintos, luego es claro que CPD es disjunto del segmento complementario
de ACB. Por lo tanto:

C

Teorema 8.57 Cuatro puntos colineales distintos cumplen AB || CD si y sdlo
si los dos segmentos de extremos A y B cortan a cada uno de los segmentos de
extremos C' y D.
Similarmente se prueba:
Teorema 8.58 La relacion AB || CD equivale a
AB | DC, BA|CD, CD]| AB y AC )} BD.

La separacién de segmentos se caracteriza de forma muy simple mediante
las razones dobles:

Teorema 8.59 Cuatro puntos colineales distintos cumplen AB || CD si y sdlo
st R(A, B,C, D) < 0.
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DEMOSTRACION: Consideremos un sistema de referencia en la recta de modo
que las coordenadas de A y B sean respectivamente O e oo. Entonces
—
R(A,B,C,D) = A—_>C
AD

— —_—
y es claro que AB || CD si y sélo si los vectores AC y AD tienen sentidos
opuestos, lo que equivale a que la razén anterior sea negativa. L]

Como consecuencia vemos que la separacién harmdnica es un caso particular
de separacién, pues H(A, B; C, D) equivale a R(A, B,C,D) = —1.

Teorema 8.60 Si H(A, B;C, D) entonces AB || CD.

Terminamos la seccién con unas propiedades de las involuciones. Conviene
introducir la siguiente nomenclatura habitual:

Definiciéon 8.61 Diremos que una homografia de una recta proyectiva es elip-
tica, parabdlica o hiperbdlica segun si tiene 0, 1 o 2 puntos fijos.

Mas adelante explicaremos el motivo de estos nombres. En la seccién anterior
hemos visto que no existen involuciones parabdlicas. Si suponemos que en el
cuerpo K todos los elementos positivos tienen raiz cuadrada entonces existen
s6lo dos formas candnicas de matrices de involuciones. En efecto:

Teorema 8.62 Toda involucion admite en un sistema de referencia adecuado

una matriz de la forma
0 1
M= ( 110 > . (8.3)

Si el signo es positivo la involucion es eliptica y si es negativo es hiperbdlica.
Mds en general, una involucion es eliptica o hiperbolica segin si el determinante
de cualquiera de sus matrices es positivo o negativo.

DEMOSTRACION: Una involucién en una recta X = P(V) estd inducida por
un automorfismo f. Seav; € V tal que (v1) no sea un punto fijo. Seava = f(v1).
Entonces f(ve) = av; para un cierto a € K. Sea v = vy/+/|al. Entonces es
claro que f(v1) = \/]a|vy y f(vh) = £+/]aJvi. Si cambiamos f por f/y/]a| la
involucién inducida es la misma, pero ahora la matriz en la base vy, v5 es de la
forma indicada en el enunciado.

Los puntos fijos de la involucién se corresponden con los valores propios de
la matriz M, que son las raices de polcar M = 2 + A, donde A = +1 es el
determinante de M. Asi pues, M tiene dos valores propios distintos o ninguno
segtin si A < 0 o A > 0. Por ultimo observamos que, aunque el determinante
no es un invariante de las matrices de una misma homografia, matrices de una
misma homografia en una misma base se diferencian en un factor constante
a # 0, luego sus determinantes se diferencian en a? > 0, luego el signo del
determinante si es invariante, y podemos calcularlo a partir de cualquier matriz.

| |
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Teorema 8.63 Cada par de puntos conjugados por una involucion eliptica se-
para a cualquier otro par. Si la involucion es hiperbdlica ningin par separa a
ningun otro.

DEMOSTRACION: Supongamos primer que la involucién tiene dos puntos
fijos O y P. Entonces podemos tomar a P como punto infinito y sabemos que
cada par de puntos conjugados A, A’ ha de cumplir H(O,o0; A, A’), lo que
significa que O es el punto medio de A y A’, es claro entonces que si By B’ son
también conjugados los segmentos AOA’ y BOB'’ son concéntricos, luego uno
esta contenido en el otro, y los extremos no se separan.

Supongamos ahora que existen dos pares de conjugados (4, A4") y (B, B’)
que no se separan y veamos que la involucién es hiperbdlica, o sea, que su
determinante es negativo. La matriz de la involucién respecto a dos generadores
de Ay A’ serd de la forma (8.3). Sean (x,y) unas coordenadas homogéneas de
B en dicha base. Entonces unas coordenadas de B’ seréan (+y, x). Por hipdtesis
B y B’ estdn en el mismo segmento de extremos A y A’, lo que se traduce en
que el signo de xy es el mismo que el de +xy, luego el signo es positivo y el
discriminante de M es negativo. L]






Capitulo IX

Secciones conicas

Las figuras fundamentales de la geometria euclidea plana son, sin duda,
las rectas y las circunferencias. En el capitulo anterior hemos estudiado las
rectas desde el punto de vista de la geometria proyectiva, pero no hemos dicho
nada acerca de circunferencias. En realidad el concepto de circunferencia es
ajeno a la geometria proyectiva, pues por lo pronto depende del concepto de
distancia, y la distancia euclidea no puede extenderse al espacio proyectivo. Més
precisamente, lo que sucede es que, al contrario que las rectas, las circunferencias
no son invariantes proyectivos o, dicho de otro modo, para representar una
circunferencia en perspectiva, la figura que hemos de dibujar no es generalmente
una circunferencia, sino una cénica.

En general la perspectiva achata las circunferencias convirtiéndolas en “elip-
ses” | pero si el observador se halla sobre la circunferencia, el punto situado a sus
pies sera enviado al infinito, con lo que la representacién serd sustancialmente
distinta (una pardbola), y si el observador se encuentra dentro de la circunfe-
rencia la proyeccién tiene dos puntos en el infinito y es una hipérbola.

En este capitulo estudiaremos las cénicas que hemos introducido en la sec-
cién 4.8 desde el punto de vista de la geometria proyectiva. Para ello vamos a
necesitar algunos resultados adicionales de algebra lineal a los que dedicamos la
primera seccion.

9.1 Clasificacion de formas bilineales simétricas

En esta seccién consideramos matrices y espacios vectoriales definidos sobre
un cuerpo arbitrario k de caracteristica distinta de 2.

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre ky sea F': V XV — k una
forma bilineal simétrica en V. Sabemos que, fijada una base de V, la aplicaciéon
F estd determinada por una matriz A con la propiedad de que si dos vectores v y
w tienen coordenadas X e Y respecto a la base dada, entonces F(v,w) = X AY*.

Definicién 9.1 Diremos que dos matrices simétricas A y B son congruentes si
existe una matriz regular M tal que A = M BM?.

251
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Es claro que todas las matrices correspondientes a una misma forma bilineal
simétrica son congruentes entre si, y que si B es la matriz de una forma F
en una cierta base, cualquier matriz A congruente con B es la matriz de F
en una base adecuada. En efecto, dadas dos bases de V, si X e Y son las
coordenadas de v y w respecto a una de ellas, sus coordenadas respecto de la
otra seréan de la forma XM e Y M, donde M es la matriz de cambio de base,
luego F(v,w) = XMBM'Y* donde B es la matriz de F en esta segunda base.
Por la unicidad de la matriz de una forma bilineal, la matriz de F en la primera
base ha de ser A = M BM?. Esto prueba que las matrices de F' respecto de dos
bases de V son congruentes. Igualmente se razona que si A es la matriz de F' en
una base, entonces B es la matriz de F' en la base determinada por M a partir
de la base dada.

Ahora encontraremos invariantes y formas canénicas para las matrices de las
formas bilineales simétricas, de modo andlogo a como hicimos con las matrices
de los endomorfismos de un espacio vectorial. La guia del procedimiento que
vamos a seguir consiste en tratar a las formas bilineales sobre un espacio vectorial
como si fueran el producto escalar en R™. Asi, diremos que dos vectores de
un espacio vectorial V' son ortogonales respecto a una forma bilineal simétrica
F:V xV — K si cumplen F(v,w) = 0. Lo representaremos v L w.

Hemos de tener presente que la semejanza sélo llega hasta cierto punto. Asi,
para una forma arbitraria pueden ocurrir casos como que un vector no nulo sea
ortogonal a si mismo, o incluso a todos los demés vectores. Pese a ello vamos a
probar que V tiene siempre una base ortogonal, es decir, una base v, ..., v, tal
que v; L v; =0 cuando ¢ # j.

Teorema 9.2 Sea V un espacio vectorial de dimension finita sobre un cuerpo de
caracteristica distinta de 2 y sea F' una forma bilineal simétrica en V. Entonces
V' admite una base ortogonal respecto a F.

DEMOSTRACION: Lo probaremos por induccién sobre la dimensién de V.
En dimensién 1 cualquier base es ortogonal. Supuesto cierto para espacios de
dimensién n—1, consideremos un espacio de dimensién n. Si F' es idénticamente
nula cualquier base es ortogonal. En caso contrario existen vectores v, w tales
que F(v,w) # 0. Entonces

Flo+w,v+w)=F(v,v) 4+ 2F(v,w) + F(w, w).

Necesariamente, uno de los tres vectores v, w, v + w no es ortogonal a si
mismo. Llamemos v a este vector. Sea

W={veV]|vLluv}

Claramente W es un subespacio vectorial de V' (el subespacio ortogonal a
v1). En general los subespacios ortogonales no tienen el buen comportamiento
del caso euclideo, pero en este caso podemos probar que V = (v1) ® W. En
efecto, si w € W N (v1) entonces w = av; L vy, es decir, aF(vy,v1) =0, lo que
implica a = 0. Por consiguiente (v) N W = 0.
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Por otra parte, W es el nicleo de la aplicacién lineal V. — K dada por
v — F(v1,v), cuya imagen es todo K (porque no es nula), luego dim W = n—1,
y esto implica que V = (v;) @ W.

Por hipétesis de induccién W tiene una base ortogonal respecto a la res-
triccién de F, digamos vs, ..., v,. Es claro que vy, ..., v, es una base ortogonal
de V. n

Es obvio que la matriz de una forma bilineal en una base ortogonal es una
matriz diagonal. Por lo tanto hemos probado lo siguiente:

Teorema 9.3 Toda matriz simétrica sobre un cuerpo de caracteristica distinta
de 2 es congruente con una matriz diagonal.

(Observar que la simetria de la matriz es necesaria. Este es el motivo por el
cual nos hemos restringido a formas simétricas.)

Las matrices diagonales no son formas candnicas, pues nada impide que
dos matrices diagonales sean congruentes. El problema de encontrar invarian-
tes y formas candnicas se vuelve extremadamente delicado a partir de este
punto, y depende profundamente del cuerpo considerado. Sélo hay un senci-
llo resultado que podemos afiadir en general: Una matriz diagonal de la forma
A = [a3by,...,a2by,], con cada a; # 0 es congruente con B = [by,...,b,], pues
A= MBM?", donde M = [ay,...,ay], es decir, podemos eliminar cuadrados de
la diagonal. Esto nos resuelve el problema en cuerpos donde todo elemento sea
un cuadrado, como es el caso de C y, en general, de todo cuerpo algebraicamente
cerrado. En efecto:

Teorema 9.4 Sea K un cuerpo de caracteristica distinta de 2 en el que todo

elemento sea un cuadrado. Entonces toda matriz simétrica A sobre K es con-

gruente con una tinica matriz de la forma [1,...,1,0,...,0], donde r es el rango
——

de A.

(s

En efecto, toda matriz A es congruente con una matriz diagonal, que serd de
la forma [a2, .. .,a2,0,...,0], y podemos eliminar los cuadrados para convertirlos
en unos. Es obvio que dos matrices congruentes son equivalentes, luego tienen
el mismo rango, luego el nimero de ceros y unos que aparecen es fijo.

En particular dos matrices simétricas sobre C (de las mismas dimensiones)
son congruentes si y sélo si tienen el mismo rango, y esto es comprobable en la
practica. Nos interesa llegar a un resultado similar para matrices sobre R. En
este caso ya no podemos contar con que todo nimero real sea un cuadrado. Lo
que tenemos es que todo ntmero real es de la forma +a?. Por lo tanto toda
matriz simétrica real es congruente con una de la forma [+a?, ..., +a?2,0,...,0],
y ésta a su vez es congruente con una de la forma [1,...,1,-1,...,—-1,0,...,0].
Vamos a probar que estas matrices son canodnicas, es decir, que dos distintas
nunca son congruentes.

Teorema 9.5 (Ley de inercia de Sylvester) Todas las matrices diagonales
congruentes con una matriz real simétrica A tienen el mismo nimero s de coe-
ficientes positivos, al que llamaremos signatura de A. El nimero de coeficientes
negativos serd necesariamente r — s, donde r es el rango de A.
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DEMOSTRACION: Consideremos una forma bilineal F' en un espacio vectorial
V' definida por la matriz A en una cierta base. Sean v1,...,v, y w1,..., w, dos
bases de V en las que la matriz de F sea diagonal. Podemos suponer que estas
matrices son [aq,...,ar,0,...,0] v [b1,...,b.-,0,...,0], donde r es el rango de las
matrices,

a; >0 parat=1,...,s, a; <0 parai=s+1,...,7

bi>0 parai=1,....,s, b;<0 parai=3s +1,...,r
Hemos de probar que s = s’.
Sean S = (v1,...,vs), T = (Vg'41,...,Upn). Veamos que SNT = 0. En efecto,
S

todo v € S es de la forma v = ) a;v;, luego
i=1

F(v,v) = Y aia;Fv,v5) = > afF(vi,v) = aja; > 0.
i—1 =1

ij=1

Ademds F(v,v) =0 siy sélo si o; = 0 para todo %, si y sélo si v = 0.
Similarmente se prueba que si v € T entonces F(v,v) <0y F(v,v) =0siy
sblo si v = 0. Ahora es claro que SNT = 0.
Tomando dimensiones vemos que s +n — s’ < n, o sea, s < s’. Del mismo
modo se prueba la desigualdad contraria. L]

El teorema anterior nos permite definir la signatura de una forma bilineal
simétrica real como la de cualquiera de sus matrices. Ahora es claro que una
matriz simétrica real de rango r y signatura s es congruente con la matriz
diagonal

y que dos matrices de esta forma no pueden ser congruentes, pues tienen distinto
rango o signatura. Por consiguiente:

Teorema 9.6 Dos matrices simétricas reales son congruentes si y solo si tienen
el mismo rango y la misma signatura.

En realidad el teorema anterior es valido en cualquier cuerpo ordenado en
el que los elementos positivos sean cuadrados. Esto incluye, por ejemplo, al
cuerpo de los ntimeros reales constructibles con regla y compas. La obtencién
de formas canédnicas en cuerpos como Q requiere resultados importantes de
teoria de ntimeros.

Con el teorema anterior tenemos resuelto el problema tedrico que nos habia-
mos planteado, pero conviene que nos detengamos a dar un método para calcular
en la préactica la signatura de una matriz simétrica real, pues la forma de hacerlo
es muy simple. Vamos a probar que todo se reduce a calcular los valores propios
de la matriz. Nos basamos en el teorema siguiente:
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Teorema 9.7 Sea h : V. — V un endomorfismo en un espacio vectorial
euclideo. Si la matriz de h en una base ortonormal es simétrica, entonces V.
tiene una base ortonormal formada por vectores propios de h.

DEMOSTRACION: Sea A la matriz de h a la que alude el enunciado. En
primer lugar probaremos que su polinomio caracteristico tiene todas sus raices
reales. Sea A € C una de sus raices. Entonces zA = Az para un cierto z € C"
no nulo. Conjugando, ZA = A%, luego Azt = \z'. Multiplicando por z queda
A2zt = zAZt = A2z, Es claro que z2* # 0, luego A = .

Sean A1, ..., A\, las raices distintas del polinomio caracteristico de A, es decir,
los valores propios de A. Para cada 7, sea V; el espacio de vectores propios
asociado. Veamos que si ¢ # j entonces V; L Vj.

Sean = e y las coordenadas de dos vectores en V; y V; respectivamente.
Entonces A = Az, yA = )y, luego Ay’ = X\;y’. Multiplicando obtenemos
Nizyt = xAy' = N\jzy'. Puesto que A; # A; ha de ser zy’ = 0, lo que prueba
que los vectores correspondientes son ortogonales.

Sea W =Vi L -+ L V,. Veamos que h[W+] C W+. En efecto, seav € W,
Sean z las coordenadas de v e y las coordenadas de un vector de V;. Entonces
zyt =0y yA = Ny, luego zAy* = \;zyt = 0. Como zA son las coordenadas de
h(v), concluimos que h(v) es ortogonal a cada V;, luego a W.

Esto prueba que h puede restringirse a un endomorfismo de W+. Es fécil ver
que la matriz de h en cualquier base ortonormal es simétrica (basta probar que
toda matriz de la forma MAM?® lo es). Si W+ # 0, la matriz de h|y, 1 en una
base ortonormal serd simétrica (basta completarla hasta una base ortonormal
de V y usar que la matriz de h en esta base lo es). Aplicando lo ya probado
llegamos a que h tiene un vector propio en W=, pero esto es absurdo, pues todos
los vectores propios de h estan en W. Asi pues, Wt =0y V=W LW+ =W.

Ahora basta tomar una base ortonormal en cada V; y unirlas todas. =

Equivalentemente, hemos probado que toda matriz simétrica es semejante
a una matriz diagonal y, mas aln, que la matriz de semejanza puede tomarse
ortogonal (pues transforma una base ortonormal en otra base ortonormal).

En términos de los invariantes de una matriz, lo que hemos probado es que
las matrices simétricas reales tienen todos sus divisores elementales de grado 1,
por lo que la dimensién del espacio fundamental de un valor propio es su mul-
tiplicidad en el polinomio caracteristico. Ahora probamos el resultado que nos
interesa:

Teorema 9.8 Sea F' una forma bilineal simétrica en un espacio vectorial eucli-
deo. Entonces existe una base ortonormal de V' que es ortogonal para F.

DEMOSTRACION: Sea A la matriz de F' en una base ortonormal de V, que
serd simétrica. Sea h el endomorfismo de V' que en dicha base tiene matriz
A. Por el teorema anterior V' tiene una base eq,...,e, formada por vectores
propios de h, es decir, si llamamos z1,...,2, a sus coordenadas en la base
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original, ;A = A\;x;, luego si ¢ # j se cumple F'(e;, e;) = xiAasz- = )\Z:clxz =0,

luego la base es ortogonal para F'. L]

Asi pues, dada una matriz simétrica real A, podemos considerar un espacio
euclideo y en él una forma bilineal que tenga matriz A en una base ortonormal.
Si B es la matriz de F en la base dada por el teorema anterior, tenemos que B
es diagonal y B = M AM?, donde M es la matriz del cambio de base entre dos
bases ortonormales, luego es ortogonal, luego M* = M. Esto significa que las
matrices A y B son semejantes, luego los coeficientes de la diagonal de B son
los valores propios de A. En resumen:

Teorema 9.9 Dada una matriz simétrica real A, la matriz diagonal B formada
con los valores propios de A (repetidos segin su multiplicidad en el polinomio
caracteristico) es congruente con A (y la matriz de congruencia puede tomarse
ortogonal). Por lo tanto la signatura de A es el nimero de valores propios
Ppositivos.

9.2 Cobnicas proyectivas y afines

Aunque en la seccién 4.8 hemos definido las cénicas en el contexto de un
plano afin euclideo, es decir, mediante propiedades que involucran distancias,
en realidad podemos llegar a las mismas curvas mediante una definicién valida
en cualquier plano afin. Una primera aproximacién seria la definicién siguiente,
basada en las formas candnicas que hemos obtenido para las cénicas en el teo-
rema 4.36:

Definicién 9.10 Una cdnica afin (real) es un conjunto de puntos del plano afin
(real) que en un sistema de referencia arbitrario satisfacen una ecuacién de la
forma

az? +by’  +dey+ex+ fy+c=0 (9.1)

con alguno de los coeficientes a, b, d no nulo.

Observemos que esta definicién no depende del sistema de referencia consi-
derado, es decir, que un conjunto de puntos verifica una ecuacién de tipo (9.1)
en un sistema de referencia si y sélo si verifica otra (no la misma) respecto de
otro sistema de referencia cualquiera. Esto se debe a que las coordenadas de
un punto respecto de dos sistemas de referencia dados estdn relacionados por
ecuaciones de la forma

r=p+rz + sy, y=q-+tz' +uy, ru— st # 0,

y es claro que al sustituir estas ecuaciones en (9.1) obtenemos otra ecuacién
del mismo tipo. Igualmente concluimos que la imagen de una cénica por una
biyeccion afin es de nuevo una cénica.

También es obvio que las cénicas en el sentido de la definicién 4.35 son cénicas
en este sentido general, incluidas las circunferencias, que admiten ecuaciones
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de la forma 22 + y? = 2. Sin embargo, no es cierto que toda cénica en el

sentido de 9.10 lo sea también en el sentido de 4.35. Por ejemplo, es obvio
que, segun 9.10, la ecuacién zy = 0 define una conica que estd formada por dos
rectas, mientras que z2? + % = 0 define una cénica formada por un solo punto.
No obstante, enseguida veremos céomo se pueden excluir estos casos triviales y
determinar las ecuaciones de tipo (9.1) que definen realmente elipses, pardbolas
o hipérbolas.

Antes de ocuparnos de esta cuestién, vamos a introducir el concepto de
cénica en un plano proyectivo, que no es sino una ligera modificacién de la
definicién anterior:

Definicién 9.11 Sea X un plano proyectivo real. Una cdnica en X es un
conjunto de puntos caracterizado por que sus coordenadas en un cierto sistema
de referencia satisfacen una ecuacién de la forma

ax? +by? +c2+day+exz+ fyz=0 (9.2)
con algun coeficiente no nulo.

Notemos que si un punto tiene coordenadas homogéneas (z,y, z) respecto de
un sistema de referencia dado, cualquier terna (Az, Ay, Az) con A # 0 es también
una terna de coordenadas homogéneas para el mismo punto, pero es claro que
la primera satisface la ecuacién (9.2) si y sélo si lo hace la segunda, es decir,
que el hecho de que las coordenadas homogéneas de un punto cumplan o no la
ecuacion es independiente de la eleccién concreta de éstas.

Notemos también que toda ecuacién de la forma (9.2) se puede expresar
matricialmente como X AX? = 0, para una cierta matriz simétrica A. Basta
tomar

a dj2 e/2
A=| d/2 b f/2
e/2 f/2 ¢

Reciprocamente, toda matriz simétrica. A no nula define una cénica de ecuacién

XAXt=0.

Dados dos sistemas de referencia proyectivos en X, las coordenadas de un
mismo punto entre ambos sistemas estan relacionadas por una ecuacién de la
forma X = X’M, para una cierta matriz regular M, luego los puntos de una
cénica que en un sistema de referencia esta asociada a una matriz A, en el otro
son los puntos de la cénica dada por X' MAM!X'" = 0. Esto prueba que la
definicién anterior no depende del sistema de referencia, en el sentido de que si
una curva satisface la ecuacién (9.2) respecto de un sistema de referencia con
matriz A, entonces en cualquier otro sistema de referencia satisfara una ecuacién
analoga con matriz M AM?!. Anslogamente se razona que la imagen de una
cénica por una homografia es una conica. Ademds, dos matrices corresponden
a la misma cénica en dos sistemas de referencia proyectivos (o a una cénica y a
su imagen por una homograffa) si y sélo si son congruentes.
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Al igual que sucede con la definicién de cénica afin, la de cénica proyectiva
también incorpora algunos casos triviales que conviene excluir. Para identifi-
carlos empezamos observando que, dada una cénica proyectiva con matriz A,
el teorema 9.5 nos da que A es congruente con una tnica matriz diagonal cuya
diagonal estd formada por ceros, unos y menos unos, y esto equivale a que,
cambiando de sistema de referencia (o, equivalentemente, aplicando una homo-
grafia), podemos transformar una ecuacién general de tipo (9.2) en una de las
siguientes:

.T2+y2+22207 z2+y2_22207 $2+92:07 x2_y2:0a 332:0'

(Notemos que no hace falta considerar, por ejemplo, —x? — y? = 0 porque es
equivalente a la tercera ecuacién de la lista anterior.)

La primera ecuacién no la cumple ningin punto, la tercera la cumple sélo el
punto (0,0, 1), la cuarta la cumplen los puntos de las rectas z+y =0, x —y =0
y la quinta la cumplen los puntos de la recta z = 0. Los tres ultimos casos se
distinguen de los dos primeros por que la matriz A es singular. Asi pues, el
tnico caso no trivial es el segundo.

Concluimos que hay cinco tipos de cénicas proyectivas. Para distinguirlos
introducimos el concepto de indice de una matriz simétrica real A: Si A tiene
rango r y signatura s, el indice de A es el minimo entre s y r —s. De este modo,
dos matrices A y B tienen el mismo rango y el mismo indice si y s6lo si A es
congruente con £B5. Esto nos da la siguiente clasificacion de las cénicas:

Rango | Indice Ecuacién Tipo

3 0 22 + 9% + 22 = 0 | Imaginaria
22 +9% — 22 =0 | Real
2?2 +y?> =0 | Punto

z?2 — y? = 0 | Dos rectas
22 =0 | Recta

3
2
2
1

O = O |

Las coénicas propiamente dichas son las que hemos llamado “reales”. Las
conicas imaginarias son vacias. Dos cénicas del mismo tipo estan inducidas
por matrices congruentes, luego existe una homografia que transforma una en
otra. Enseguida veremos que las cénicas reales tienen mas de un punto pero no
contienen rectas, de donde se sigue que una cénica no puede ser de dos tipos a
la vez, y que, de hecho, dos cénicas son del mismo tipo si y sélo si existe una
homografia que transforma una en otra. El tipo de una cénica queda, pues,
determinado por el rango y el indice de una cualquiera de sus matrices.

Las cénicas de rango menor que tres se llaman degeneradas. Mientras no
indiquemos lo contrario, la palabra “cénica” la reservaremos para las cénicas
reales. Asi, desde un punto de vista proyectivo, todas las conicas son iguales.

Teorema 9.12 Por cinco puntos no alineados tres a tres pasa una unica conica.
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DEMOSTRACION: Podemos tomar a cuatro de los puntos como sistema de re-
ferencia, de modo que sus coordenadas seran (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) y (1,1,1).
Sea A la matriz en este sistema de una cénica que pase por los cinco puntos.
Para que pase por los tres primeros ha de ser de la forma

0 a b
A= a 0 c
b ¢ 0

Para que pase por (1,1,1) ha de cumplirse la ecuacién a + b+ ¢ = 0. Para
que A sea regular ha de ser abc # 0. Puesto que podemos sustituir la matriz A
por un multiplo sin que ello varie la conica que define, podemos suponer b = 1.
En definitiva ha de ser

0 a 1
A=| a 0 —1—a |, cona##0,—1.
1 —1—-a 0

El quinto punto tendrd coordenadas (z,y,z). La cénica pasard por él si y
solo si
_yz—w2
xy—yz
No puede ocurrir que xy — yz = 0, pues esto implica que el quinto punto estd
en la recta y = 0 o en la recta x — z = 0, luego estarfa alineado con (0,0, 1)
y (1,0,1) o bien con (0,1,0) y (1,1,1). Por el mismo motivo no puede ocurrir
que el valor de a asi determinado sea 0 o —1. [

a

El teorema anterior prueba ademds que dos matrices corresponden a la
misma cdnica real si y solo si se diferencian en un factor constante. Una variante
de la prueba anterior nos da el hecho siguiente, que ya habiamos comentado:

Teorema 9.13 Una conica no contiene tres puntos colineales.

DEMOSTRACION: Puesto que todas las cénicas son proyectivamente equiva-
lentes (transformables mediante homografias) el teorema anterior prueba que
toda cénica contiene cinco puntos no colineales tres a tres. Si contuvieran tres
puntos colineales A, B, C, podriamos tomar dos puntos mas D y E de modo
que B, C, D, E fueran no colineales tres a tres. Tomamos un sistema de refe-
rencia respecto al cual los cuatro ultimos puntos tengan coordenadas (1,0,0),
(0,1,0), (0,0,1) y (1,1,1). Si el primer tiene coordenadas (z,y, z), los célculos
del teorema anterior muestran que la matriz de la cénica en este sistema de
referencia tiene determinante nulo. m

Con esto termina la prueba de que los cinco tipos de conicas que hemos
distinguido son disjuntos dos a dos.

Nuestra definicién de cénica vale igual para planos proyectivos complejos.
Los tipos posibles de cénicas dependen sélo del rango de la matriz asociada.
Las formas canénicas son:

P +22=0, 2°4+9°=0, 2?2=0.
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El primer tipo es una cénica propiamente dicha (no degenerada), el segundo
es el par de rectas ¢ — iy = 0y = + 1y = 0, el tercero es la recta x = 0. Luego
las tnicas cénicas no triviales son nuevamente las no degeneradas.

Veamos ahora la relacién entre las cénicas proyectivas y las cénicas afines
definidas al principio de esta seccion.

Si fijamos una recta infinita r en el plano proyectivo X y consideramos
el espacio afin F = X \ r, sabemos que cada sistema de referencia afin en
E determina un sistema de referencia en X respecto al cual las coordenadas
cartesianas (z,y) se corresponden con las coordenadas homogéneas (z,y,1) y la
recta infinita r tiene ecuacién z = 0. Entonces, un punto finito (z,y,1) cumple
la ecuacién (9.2) si y sélo si sus coordenadas afines (x,y) cumplen la ecuacién
(9.1). Reciprocamente, todo plano afin F puede completarse hasta un plano
proyectivo X, por lo que cada cénica afin dada por una ecuacién (9.1) puede
extenderse a una cénica proyectiva que cumpla la ecuacién correspondiente (9.2).

Notemos que en la definicién 9.10 hemos exigido que la ecuacién (9.1) tuviera
no nulo alguno de los coeficientes a, b, d, pero es que si los tres son nulos
entonces la correspondiente cénica proyectiva es degenerada, luego con ello sélo
estdbamos eliminando por adelantado algunos de los casos triviales. Observemos
también que cualquier cénica proyectiva degenerada se restringe a una conica
afin trivial, pues si, por ejemplo, esta formada por dos rectas, su restriccion
también estard formada por dos rectas (o por una, si es que la otra era la
recta infinita, aunque entonces no cumplird el requisito de que abd # 0). Por
lo tanto, si consideramos tinicamente cénicas reales, la restriccion a E de una
conica proyectiva es una conica afin y, reciprocamente, toda cénica afin no trivial
se extiende a una cénica proyectiva.

Ahora vamos a probar que el concepto de cénica real es equivalente al con-
cepto de cénica definido en la seccién 4.8, es decir, que no introduce ninguna
curva que no sea una elipse, una hipérbola o una parabola. Para comparar
ambas definiciones hemos de partir de un plano afin euclideo E, que comple-
tamos hasta un plano proyectivo X. Consideremos una coénica afin en FE cuya
extension a X no sea degenerada (aunque admitimos que pueda ser imaginaria,
y asi llegaremos a un criterio sencillo para determinar cuando una cénica no
degenerada es real y cudndo imaginaria).

Fijemos un sistema de referencia ortonormal en F respecto al cual la ecuacion
de la cénica sea (9.1). Vamos a reducirla a una forma candnica aplicando iso-
metrias (0, equivalentemente, pasando a otro sistema de referencia ortonormal).
La matriz asociada a la complecién proyectiva es

a d/2]|e/2
A= dz b |f2
e/2 f/2] ¢

Observemos que la submatriz Ay formada por las dos primeras filas y co-
lumnas es no nula, pues de lo contrario la cénica seria degenerada. En virtud
del teorema 9.9, existe una matriz ortogonal M tal que M AqM? es diagonal. El
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cambio de coordenadas
(z,9) = («',y" )M

corresponde a una isometria en E que transforma

az® + by® + dzy = (z,y) Ao (2)
€en
UZ‘IQ —l—vy’Q,

donde u y v son los valores propios de Ag. Por lo tanto, transforma (9.1) en
una ecuacion de la forma

ar? +by +ex+ fy+c=0,

donde los coeficientes a, b, e, f, ¢ son distintos de los de la ecuacién original.
Si a # 0, observamos que ar? + ex = a(x + ¢/2a)? — €2 /4a, luego la traslacién
a2’ = x + e/2a transforma la ecuacién en otra de la forma

ar? +by’  + fy+c=0.

Si b # 0 podemos hacer igualmente f = 0. Como a y b no pueden ser
simultdaneamente nulos, podemos acabar con una de estas dos ecuaciones:

az® +by* + ¢ =0, by? +ex +c=0. (9.3)

En el primer caso a, b y ¢ han de ser no nulos, o la cénica seria degenerada.
Distinguimos varios casos:

e Sia, by ctienen el mismo signo la conica es imaginaria. Notemos que po-
demos suponer que los tres coeficientes son positivos y entonces la ecuacién

equivale a , ,
_ (L) _ <L> .
Jela T

e En otro caso, si a y b son ambos negativos, podemos cambiar el signo
para que sean ambos positivos, y entonces c¢ es negativo. La ecuacién
equivale entonces a la de una elipse (incluyendo la posibilidad de que sea
una circunferencia) en forma candnica:

<W>+< iyc/b>21

e Si a y b tienen signos distintos (intercambiando x e y si es necesario, lo
cual es una isometria), podemos suponer que b y ¢ son negativos, con lo
que tenemos la hipérbola

() () -
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Por 1ltimo, en la segunda ecuacién ha de ser e # 0 o la cénica seria degene-
rada. La traslacién z = 2’ — ¢/e la convierte en

by? +ex =0,
que claramente es equivalente a y?> = —(e/b)z, correspondiente a una parabola.

Con esto hemos demostrado:

Teorema 9.14 Las conicas en el sentido de la definicion 4.35 coinciden con
las conicas afines reales.

En efecto, hemos probado que, pasando de un sistema de referencia ortonor-
mal a otro la ecuacién pasa a ser una de las ecuaciones canénicas que habiamos
encontrado para cada tipo de cénica euclidea. Equivalentemente, hemos pro-
bado que toda cénica afin no degenerada en un plano euclideo se puede trans-
formar mediante una isometria en una dada por una de las cuatro ecuaciones

2 2 2 2 2 2 )
2 p=b atp=b ap=L  y=de

Si estamos dispuestos a considerar biyecciones afines en general y no sélo
isometrias (0, equivalentemente, sistemas de referencia afines cualesquiera, sin
tener en cuenta ninguna estructura euclidea en el plano), las cuatro ecuaciones
anteriores (que en realidad son infinitas, pues hay una para cada eleccién de a,

by p) se transforman en

2 _ 2 2 2 2 _ 2 2
-ty =-1, ot +y =1 T -yi=1 Y=
mediante la transformacién (z',y’) = (x/a,z/b) en los tres primeros casos y
7' = 4px en el tercero. Por consiguiente, hay tres familias de cénicas euclideas
salvo isometria pero solo tres cénicas (reales) afines salvo biyeccién afin.

Es posible saber a qué tipo corresponde una cénica dada sin necesidad de
encontrar el cambio oportuno de sistema de referencia. Para ello observamos que
si en la ecuacién (9.2) hacemos z = 0 obtenemos la ecuacién a z?+by?+dxy = 0,
que representa los puntos de interseccién de la cénica con la recta infinita z = 0.

La figura formada por estos puntos es el analogo a una cénica en dimensién 1,
y estd asociada a la submatriz Ag. Una afinidad de E (vista como homografia
en X) se restringe a una homografia en X, que transformara la interseccién en
otra figura determinada por una ecuacién similar asociada a una matriz 2 x 2
congruente con Ag (multiplicada por un escalar no nulo). Por consiguiente, el
rango y el indice de esta submatriz (o sélo el rango si el plano proyectivo es
complejo) son invariantes afines, es decir, se conservan al aplicar afinidades a
las cénicas. Los llamaremos rango e indice reducidos de la conica afin dada.
Por supuesto, el rango y la signatura de toda la cénica (de toda la matriz A)
se conservan por homografias, luego en particular por afinidades, y son también
invariantes afines.

La tabla siguiente contiene los cuatro invariantes para las cuatro ecuaciones
a las que hemos reducido la ecuacién general (bajo la hipétesis de que fuera no
degenerada).
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R i | Ry g Ecuacion Tipo

3 0] 2 0| —-22-—9*=1 | Imaginaria
3 1] 1 0 x = y? | Pardbola

3 112 0 22 +y? =1 | Elipse

3 1| 2 1 x? — y? =1 | Hipérbola

Vemos que conociendo los invariantes sabemos el tipo de cénica correspon-
diente a una ecuaciéon dada de rango maximo. Segun anuncidbamos, hemos
incluido las cénicas imaginarias en la discusién porque asi hemos obtenido un
criterio sencillo para determinar si una ecuacion dada corresponde a una cénica
real o imaginaria.

Aunque hemos obtenido 22 — y? = 1 como forma candnica para la hipérbola,
aplicando la afinidad (2',y’) = (x + y, 2 — y) podemos transformarla en zy = 1,
que a menudo resulta mas manejable.

Con esto tenemos probado que el concepto de cénica proyectiva (real) se
corresponde exactamente con las cénicas euclideas propiamente dichas (elipses,
pardbolas e hipérbolas), sin afiadir ninguna otra clase de curva, pero de tal
forma que cualquier conica puede transformarse en cualquier otra mediante una
homografia.

Ahora observamos que, fijada una recta infinita, hay otra forma de distinguir
los tres tipos de cénicas:

Teorema 9.15 Sea X un plano proyectivo real y sea E = X \ v un plano afin
resultante de fijar una recta infinita r en E. Entonces una cénica afin en E
es una elipse, una pardbola o una hipérbola si y solo si corta a r en 0, 1 o0 2
puntos.

DEMOSTRACION: El nimero de puntos que una cénica tenga en la recta
infinita no depende del sistema de referencia afin en que expresemos su ecuacion,
luego basta considerar las tres ecuaciones candnicas de la tabla anterior. Para la
elipse tenemos z2 + 132 = 1, que se completa hasta la cénica proyectiva z2 +y2% =
22, cuyos puntos infinitos son los puntos de coordenadas homogéneas (x,,0)
que cumplen z2 + y?> = 0. Esta ecuacién implica £ = y = 0, pero las tres
coordenadas homogéneas no pueden ser nulas, luego la elipse no tiene puntos
infinitos.

Para la pardbola tenemos la ecuacién proyectiva zz = 32, y sus puntos
infinitos cumplen 32 = 0, luego el tinico es (0, 1,0).

Para la hipérbola tenemos la ecuacién z? — y? = 22, cuyos puntos infinitos
cumplen (z 4+ y)(x —y) = 0, luego ha de ser x = %1, lo que sélo lo cumplen dos
puntos: (1,+£1,0). .

2

Notemos que si consideraramos una cénica imaginaria, su ecuaciéon proyec-
tiva es —22 — y? = 22 y sus puntos infinitos tendrian que cumplir —z? —y? = 0,
luego tampoco hay. Por ello se habla més precisamente de elipses imaginarias,

es decir, convendremos en considerar las conicas imaginarias como elipses.
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La idea que subyace en el teorema anterior es que, desde el punto de vista
proyectivo, todas las cénicas son elipses. Una hipérbola es una elipse de la que
——por el sistema de referencia que estamos considerando— vemos dos puntos de
menos, y por eso la vemos “partida” en dos mitades, mientras que una parabola
es una elipse de la que vemos un punto de menos, y por eso la vemos “abierta”,
aunque de una sola pieza.

Ejemplo Consideremos la conica de ecuacién
2?4+ 3y° —day+2x+ 4y +4=0.

En coordenadas homogéneas es x2 + 3y? — 4xy + 2wz + 4yz + 422 = 0.
Calculando el determinante de la matriz asociada vemos que no es degenerada.
Haciendo z = 0 obtenemos la ecuacién de sus puntos infinitos: % —4xy+3y? = 0.
Como y = 0 es claramente imposible podemos hacer y = 1, con lo que obtenemos
22 — 42 + 3 = 0, cuyas soluciones son x = 1,3. Asi pues, la cénica pasa por los
puntos infinitos (1,1,0) y (3,1,0) y es, por lo tanto, una hipérbola. "

9.3 La polaridad de una cénica

En esta seccién vamos a considerar un plano proyectivo P sobre un cuerpo
arbitrario de caracteristica distinta de 2. Utilizaremos la siguiente definicién
provisional de cénica, que mas adelante sustituiremos por otra mas restrictiva.
Notemos que es satisfecha por las cénicas reales en un plano proyectivo real, por
lo que todo cuando deduzcamos de esta definicién serd aplicable en particular
al caso que venfamos considerando hasta ahora.

Definicién 9.16 Una cdnica en un plano proyectivo P es el conjunto € de
los puntos de P cuyas coordenadas respecto de un sistema de referencia dado
satisfacen una ecuacién de la forma XAX? = 0, para cierta matriz regular
simétrica A. Supondremos ademads que es no trivial en el sentido de que contenga
al menos cuatro puntos no colineales.

Las observaciones siguientes a la definicién 9.11 son validas en general: cam-
biar de sistema de referencia equivale a cambiar la matriz A por otra matriz
congruente.

La matriz A define una polaridad p en P que es independiente del sistema
de referencia, pues si pasamos a otro, tanto la matriz de la cénica como la de
la polaridad se transforman en otra congruente a través de la misma matriz.
Si un punto @ tiene coordenadas X, entonces p(Q) es la recta formada por los
puntos cuyas coordenadas Y satisfacen X AY* = 0, luego un punto @ estd en C
siy sélo si Q € p(Q), es decir, si y sélo si pertenece a su recta polar.

Consideremos ahora dos puntos distintos Py @) con coordenadas homogéneas
X eY. Los puntos de la recta R que pasa por X e Y son los de la forma A X +Y,
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donde sélo estamos perdiendo el propio punto X, que no se corresponde con
ninguin valor de A. Uno de estos puntos estard en la cénica si y sélo si cumple

AX +Y)AMX +Y) =0,

es decir,
MNXAXE+ 22X AV + YAYT =0.

Si P ¢ @, entonces la ecuaciéon de segundo grado el A puede tener dos
soluciones, una sola o ninguna, luego cada recta R corta a la cénica a lo sumo
en dos puntos. Esto nos lleva a la definicién siguiente:

Definicién 9.17 Una recta es tangente a una coénica si la corta en un solo
punto, y es secante si la corta en dos puntos.

Continuando el razonamiento anterior, supongamos que el punto P estd en
la cénica, con lo que X AX? = 0. Vemos entonces que la ecuacién anterior nos
da un tnico valor de A correspondiente a otro punto de la recta R que corta a
la cénica, salvo si XAY? = 0, es decir, salvo si Q C p(P). Asi pues la recta
polar de un punto P € C es la tinica tangente a € que pasa por P, mientras que
cualquier otra recta que pasa por P es secante a C.

El teorema siguiente resume lo que hemos obtenido y algin hecho adicional:

Teorema 9.18 Sea C una cénica en un plano proyectivo P.
1. Cada recta corta a C a lo sumo en dos puntos.

2. Por cada punto P € C pasa una unica recta tangente a C, mientras que
las restantes son secantes.

3. Eziste una unica polaridad pe en P que a cada punto P € C le hace co-
rresponder la recta tangente a C por P. La llamaremos polaridad asociada
a C.

4. Un punto P estd en P si y sdlo si es autopolar, es decir, si y solo si

P C pe(P).

5. El polo de una recta secante a C es la interseccion de las tangentes en los
puntos de corte.

DEMOSTRACION: La unicidad de la polaridad de una cénica se debe a que
estamos suponiendo que € contiene cuatro puntos no colineales, y dos polari-
dades p y p’ que coincidan sobre un sistema de referencia proyectivo han de ser
iguales, pues p o p’ es una homografia que fija a un sistema de referencia, luego
es la identidad.

Sélo falta demostrar la tltima propiedad, que se sigue de las propiedades
béasicas de las polaridades: como la recta pasa por los puntos de corte, las
polares de estos puntos (es decir, las rectas tangentes) han de pasar por el polo
de la recta. =
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Ejemplo Vamos a calcular la recta tangente a la elipse
22

2
ll -1
5 TY

por el punto (z,y) = (1/8/3,1). Para ello consideramos sus coordenadas ho-
mogéneas (1/8/3,1,1) y las multiplicamos por la matriz de la elipse:

1/3 0 0
(v8/3,1,1)| 0 1 0 |=(/8/27,1/3,—1).
0 0 -1

La ecuacién de la recta tangente es /8/27z + (1/3)y — z = 0, que en coor-
denadas afines es 1/8/27z + (1/3)y — 1 = 0 o, equivalentemente,

y=3-1/8/3.

NS

En los términos que acabamos de introducir, tenemos que la recta infinita
es tangente a las parabolas y es secante a las hipérbolas, mientras que no corta
a las elipses.

Definicion 9.19 Las tangentes a una hipérbola por sus puntos infinitos se lla-
man asintotas. El centro de una coénica es el polo de la recta infinita.

Asi, el centro de una cénica es un punto infinito si y sélo si pertenece a
su propia recta polar, lo cual equivale a que esté en la cénica y a que la recta
infinita sea tangente, es decir, a que la cénica sea una pardbola. Las elipses y las
hipérbolas, por el contrario tienen el centro finito. En el caso de una hipérbola,
como la recta infinita es secante, su polo es el punto en el que se cortan las
tangentes por los puntos de corte, es decir, el centro de una hipérbola es el
punto donde se cortan sus asintotas.

Tenemos asi una definiciéon afin del centro de una coénica, mientras que la
definicién que tenfamos hasta ahora era euclidea (lo habiamos definido como el
punto medio de los focos, y la nocién de punto medio es afin, pero la de foco
no). El lector puede comprobar que la nueva definicién de centro coincide con
la anterior sin mas que calcular la polar de la recta infinita para las ecuaciones
candnicas del teorema 4.36 y comprobar que obtiene (0,0) para las elipses y las
hipérbolas y el punto infinito de tangencia (1,0,0) para la pardbola.

Ahora sabemos, por ejemplo, que cualquier biyeccion afin transforma el cen-
tro de una cénica en el centro de la imagen.
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Ejemplo Consideremos de nuevo la hipérbola de ecuacién
2?4+ 3y? —day + 2x + 4y +4=0.

Ya hemos visto que sus puntos infinitos son (1,1,0) y (3,1,0). Su centro es
el punto (x,y,1) cuya recta polar tiene coordenadas (0,0, a), es decir

1 -2 1

(x,y,2) | -2 3 2 | =(0,0,a),
1 2 2

lo que se traduce en las ecuaciones

r—2y+z = 0
—2z 4+ 3y + 22 0

La solucién es (7,4,1). En coordenadas cartesianas el centro es (7,4).
Las asintotas son las polares de los puntos infinitos:

1 -2 1 T

(L, -2 3 2 y | =0,
1 2 2 Z
1 -2 1 T

3,L,0)( -2 3 2 y | =0,
1 2 2 z

Al desarrollar obtenemos —x +y+3z =0y x — 3y + 5z = 0. Las ecuaciones

cartesianas son, pues,
5 1 5
y==x , Y= 3 T+ 3
Para representar graficamente la hipérbola conviene parametrizarla del modo
siguiente. Tomamos uno cualquiera de sus puntos, por ejemplo (1,1,0) y consi-
deramos el haz de rectas que pasa por él. Se trata del haz de rectas paralelas a
la asintota por este punto, es decir, y = x + m — 3, donde el pardmetro m varia
en R. La constante —3 hace que para m = 0 tengamos la asintota, mientras que
para los demads valores la recta correspondiente corta a la hipérbola en un tnico
punto finito (porque ha de ser secante y uno de los puntos de corte es infinito),
que puede calcularse resolviendo el sistema formado por la ecuacién de la recta
y la de la cénica. El resultado es

)

(—3m2 +14m —19 —m?+8m — 19>

2m 2m

Cuando m recorre los intervalos |—oco, 0] y |0, +00[ la expresién anterior nos
da cada una de las dos ramas de la hipérbola.
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Ejercicio: Demostrar que una parabola no puede tener pares de tangentes paralelas,
y que por el centro de una elipse o una hipérbola no pasan tangentes, salvo las asintotas
en el caso de una hipérbola.

Ejercicio: Demostrar a partir de las ecuaciones canoénicas que la directriz de una
cénica es la polar de su foco correspondiente.

9.4 El teorema de Steiner

El tratamiento algebraico de las cénicas que hemos desarrollado hasta aqui es
bastante agil en el caso de planos reales y complejos, pero es poco adecuado para
otros cuerpos. Ademas depende fuertemente de los sistemas de coordenadas. En
esta seccién veremos que las conicas se pueden caracterizar geométricamente de
un modo muy simple, lo que permite desarrollar gran parte de la teoria sobre
cuerpos arbitrarios y de forma mucho mas intuitiva. Necesitamos algunas pro-
piedades sobre haces de rectas. En primer lugar sus expresiones en coordenadas:

En un plano proyectivo X, consideremos el haz de rectas de centro un
punto O. Lo representaremos por Hp. Este estd determinado por dos cua-
lesquiera de sus rectas, digamos r y r’. Fijemos un sistema de referencia, de
modo que las rectas tengan ecuaciones

ax+by+cz=0 y dz+by+cz=0.

Consideremos la polaridad p asociada al sistema de referencia, esto es, la que
en él tiene matriz identidad. Entonces p(r) y p(r’') son los puntos A(a,b,c) y
B(d',¥',¢"). La polaridad biyecta Hp con los puntos de la recta p(O). Las
coordenadas homogéneas de un punto cualquiera de p(O) = AB son las dadas
por

(a,b,¢) + Xd', V', ),

donde A € K U {oo}, entendiendo que A = oo se corresponde con el punto
(a’, b, ). Volviendo a aplicar p concluimos que los miembros de Hp son las
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rectas de ecuacién
(ax + by +cz) + Nd'z+by+c2z) =0, con X e KU {oo}.

Una homograffa H € GP(X) induce una biyeccién H : Ho — H H(0) dada
por 7 — H[r]. A una biyeccién de este tipo la llamaremos una homografia entre
los haces de rectas.

Sean O y O’ dos puntos cualesquiera y r, r’ dos rectas tales que O no
esté en r y O’ no esté en r’. Veamos que existe una correspondencia natural
entre las homografias Hp — Hep y las homografias r — r’. Concretamente,
a cada homografia H entre los haces le corresponde la homografia dada por
P — H(OP)Nr'. Su inversa asigna a cada homografia H entre las rectas la
dada por s — O'H(sN).

En efecto, es obvio que ambas correspondencias son una inversa de la otra,
luego s6lo hay que probar que las aplicaciones asi definidas son realmente ho-
mograffas. Sea H una homografia entre los haces y sea s = H|r]. La proyeccién
perspectiva de s en v’ de centro O’ se extiende a una perspectividad f de centro
O'. Como fija a las rectas que pasan por O’ es claro que la homografia H o f
induce la misma homografia entre los haces de rectas, pero ademas transforma
r en r’. Por lo tanto podemos suponer que H[r] = 7’. En tal caso, la aplicacién
que hemos definido entre r y 7’ es simplemente la restriccién de H, luego es una
homografia.

Reciprocamente, si H : r — 7’ es una homografia, tomamos un sistema de
referencia formado por O, dos puntos A, B en r y un cuarto punto D. Por otra
parte, consideramos el sistema de referencia formado por O’, H(A), H(B), D/,
donde D’ es cualquier punto de la recta O'H(D N r) no contenido en 7. Sea
H’ la homografia del plano que transforma un sistema de referencia en otro.
Entonces H' induce una homografia entre los haces de rectas y ésta a su vez
induce una homografia de r en v’ que coincide en tres puntos con la dada, luego
es la dada. Es claro que H’ es la aplicacién que le hemos asignado a H. m

En particular esto implica que dadas tres rectas en un haz Hp, existe una
tnica homografia que las transforma en tres rectas dadas de otro haz Hop.
Vamos a obtener la expresién en coordenadas de una homografia entre dos
haces.

Una homografia que transforme las rectas az+by+cz = 0y a’z+b'y+c'z =0
en las rectas ux + vy +wz = 0y 'z + v’y + w'z = 0 se corresponde a través
de p con una homograffa que transforma los puntos (a,b,c) y (a’,b',¢') en los
puntos (u,v,w) y (u',v’,w"). Una tercera recta del haz serd de la forma

(ax 4+ by +cz) + Ao(ad'z+by+c'z) =0, con N € K\ {0},
que se transformara en una recta

(ux 4+ vy + wz) + po(u'z +v'y + w'z) =0, con pg € K \ {0}.
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La homograffa asociada a través de p transformard (a, b, c) + \o(a’, ', ) en
(u,v,w) 4+ po(a’, b, ). Es claro que una (y por tanto la tinica) homografia que
cumple estas condiciones es la dada por

(a,b,¢) + Aa', V', ) — (u,v,w) + A %(a’, v, ),
0

luego la homografia entre los haces de rectas es la dada por
ar+by+cr+Ad'z+by+c2) =0 ur+vy+wz+ A %(u'w—i—v’y—&—w'z) =0.
0

Notemos que podemos multiplicar por ug/Ag los coeficientes (u/,v’, w’) sin
alterar por ello la ecuacién de la recta, y entonces la ecuacién de la homografia
entre haces se expresa simplemente como

ar +by+cx+ Nad'z+by+c2) =0 ur+vy+wz+ ANu'z+0'y+w'z) =0.

Es claro que toda correspondencia de este tipo es una homografia entre haces.

Diremos que una homografia H : Hpo — Ho entre dos haces con centros
distintos O # O’ es una proyeccion perspectiva si H es una perspectividad (mds
exactamente, si existe una perspectividad H’, no necesariamente H, tal que
f= ).

Una homografia H es una perspectividad si y sélo si fija la recta OO’. En
efecto, si H es una perspectividad de centro P, como ha de cumplir H(O) = O/,
los puntos P, O y O’ han de ser colineales, luego H fija a OO’. Reciprocamente,
si H fija a O0’, tomamos dos rectas r y s en Hp distintas de OO’ y sus imdgenes
r"=H[rlys =H[s]. Sean Q =rN7r', Q' =sNs’. Sea P=00"NQQ'. La
proyeccién perspectiva de centro P entre r y s’ se extiende a una perspectividad
de centro P que transforma O en O’ y Q en @', luego induce una homografia
entre los haces que coincide con la dada en OO’, r y s, luego es la dada.

Notar que una homografia H : Ho — Hos con O # O’ no puede fijar a
ninguna recta salvo a lo sumo a OO’, luego decir que no es perspectiva equivale
a decir que no fija a ninguna recta.

Finalmente podemos probar:

Teorema 9.20 (Steiner) Sean O y O’ puntos distintos en un plano proyectivo
real o complejo. Sea H : Ho — Hor una homografia no perspectiva. Entonces
cada recta r € Ho corta a H(r) en un tinico punto P,. La figura C formada por
todos los puntos P, es una conica no degenerada, y toda conica no degenerada
puede obtenerse de esta forma.

DEMOSTRACION: Fijemos un sistema de referencia en el plano X. La
ecuacion de la homografia entre las rectas es

ar +by+cx+ Nad'z +by+c2) =0 ur+vy +wz+ ANu'z+0'y+w'z) =0.
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Un punto de coordenadas (z,y, z) estard en C' si y sélo si satisface las ecua-
ciones de ambos haces de rectas con el mismo valor de A, es decir, si y sélo

si
ar+by+cz  uxr+ovy+wz

_a’z+b’y+c’z N _u’x+v’y+w’z’

o equivalentemente, si y sélo si
(ax +by +cz)(W'z +v'y +w'z) — (d'x + by + 2)(ux + vy + wz) = 0.

(Hay que considerar aparte el caso A = oo, donde los denominadores se
anulan, pero la conclusién es la misma.)

Al operar la tultima ecuacién obtenemos ciertamente la ecuacién de una
conica. Notemos que no puede ser idénticamente nula, pues no todos los puntos
de X estdn en C. Ma&s exactamente, cada recta que pasa por O distinta de
OO’ contiene un tnico punto adicional de C' (su interseccién con su imagen),
teniendo en cuenta ademas que C' es infinito, concluimos que C' no puede ser
una cénica degenerada (no es vacfa, ni un punto, ni una recta ni un par de
rectas, pues en los ultimos casos habria una recta por O que contendria infinitos
puntos de C).

Reciprocamente, si C’ es una cénica no degenerada, tomamos en ella cinco
puntos A, B, C, D, E no colineales tres a tres. Existe una tnica homografia de
Hy en Hp que transforma AC, AD y AE en BC, BD y BE respectivamente.
Si fuera perspectiva, es decir, de la forma H, donde H es una perspectividad,
entonces el eje de H no pasarfa por O ni O, pues H(O) = O’, y los puntos
C, D, FE tendrian que estar sobre dicho eje, pero no son colineales. Asi pues,
la homografia no es perspectiva, luego por la parte ya probada determina una
cénica C' que claramente contiene a los cinco puntos que hemos tomado, luego
Cc=cC. n

Esta caracterizacion de las conicas no degeneradas es mucho més adecuada
como definicién de cénica en un cuerpo arbitrario, pues en cuerpos cuya es-
tructura algebraica no sea tan simple como la de R o C resulta ser mucho més
operativa que la que hasta ahora manejabamos. Asi pues:

Definicién 9.21 Sea X un plano proyectivo sobre un cuerpo arbitrario. Una
conica en X es la figura formada por las intersecciones de rectas homdlogas de
dos haces de rectas distintos a través de una homografia no perspectiva.

Para estudiar las cénicas asi definidas necesitaremos suponer, como es habi-
tual, que el cuerpo del plano proyectivo tiene caracteristica distinta de 2. Otro
caso patolégico que conviene excluir es el del cuerpo de tres elementos, pues en
el plano que él determina no existen cinco puntos no colineales tres a tres, y
todos los teoremas sobre conicas se vuelven triviales.

Notemos también que una implicacién del teorema de Steiner es valida en
general, de modo que una cénica estd formada por los puntos cuyas coordenadas
en un sistema de referencia dado satisfacen una ecuacién de la forma X AX? = 0,
donde A es una cierta matriz simétrica. En general no sabemos obtener formas
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candnicas para la matriz A, pero sabemos al menos que eligiendo el sistema de
referencia la podemos tomar diagonal. Su determinante ha de ser no nulo, pues
en caso contrario serfa de la forma [1,a,0], y la ecuacién correspondiente serfa
2% + ay? =0, que corresponde al punto (0,0,1) si —a no es un cuadrado en K
oalasrectas x +by =0, z — by = 0 si —a = b, y ni un punto ni dos rectas
son una conica. Asi pues:

Teorema 9.22 Los puntos de una conica estan caracterizados por que sus coor-
denadas en un sistema de referencia dado satisfacen una ecuacion de la forma
XAX? =0, donde A es una matriz simétrica reqular.

Lo que no sabemos determinar en general es qué matrices corresponden a
conicas y cuales no, pero al menos sabemos que las cénicas en el sentido de la
definicién 9.21 cumplen también la definicién 9.16 que hemos usado para definir
la polaridad de una conica, luego todos los resultados sobre polaridades son
vélidos para la definicién de cénica que finalmente hemos adoptado.t

9.5 Propiedades de las cénicas proyectivas

Vamos a extraer las primeras consecuencias de la definicién general de conica
proyectiva que acabamos de dar, entre las cuales estaran los hechos que ya
conocifamos para el caso particular de las conicas reales y complejas. En primer
lugar es importante notar lo siguiente: dados cinco puntos A, B, C, D, E no
colineales tres a tres, podemos construir una cénica que los contiene a partir de
la homografia entre H 4 y Hp que hace corresponder las rectas AC', AD y AE
con BC, BD y BE, respectivamente. Para abreviar, las correspondencias como
ésta entre rectas de dos haces las representaremos asi: A(CDE) « B(CDE).

Hay que destacar que esto no prueba que por los cinco puntos dados pase
una unica conica, pues para ello hemos de probar que no importa la elecciéon de
Ay B como centros de los haces o, dicho de otro modo, que otra homografia
como C(ABE) « D(ABE) define la misma cénica. Todavia no estamos en
condiciones de probarlo.

Sea € la cénica determinada por la homografia A(CDE) « B(CDE). Vea-
mos cémo determinar explicitamente los demés puntos de € a partir de los cinco
que tenemos. Mas concretamente, tomamos una recta arbitraria r que pase por
C y vamos a ver que corta a € en un unico punto distinto de C' salvo en un
caso excepcional (en que r serd tangente a C). Podemos suponer que  no pasa
por A, pues en tal caso es claro que A y C son los tnicos puntos de € en 7.
Similarmente suponemos que B no esta en r.

1El requisito de que la cénica contenga al menos cuatro puntos no colineales sélo lo hemos
usado para asegurar la unicidad de la polaridad de una cénica. Sin él se demuestra igualmente
que cada recta corta a una cénica a lo sumo en dos puntos, luego las cénicas no contienen
ternas de puntos colineales. La existencia de cuatro puntos se cumple porque el cuerpo ha de
tener al menos tres elementos, luego cada recta tiene al menos cuatro puntos, luego cada haz
de rectas tiene al menos cuatro rectas, luego cada cénica tiene al menos cuatro puntos.
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Segun hemos visto al comienzo de la seccion, la homografia entre los haces de
rectas de A y B que define la cénica determina una homografia sobre r. Si Py
@ son los puntos donde AD y AFE cortan a r, sus imagenes por esta homografia
son los puntos P’ y @' donde BD y BE cortan a r. Ciertamente P # P’y
Q # @', luego la homografia de r es la dada por CPQ «x CP'Q’.

Ahora observamos que los puntos de r que estéan en C son los puntos fijos de
CPQ +« CP'Q’. Como la homograffa no es la identidad, o bien C' es su tnico
punto fijo o bien tiene uno mds C’. En ambos casos existe un tnico punto
C’ (igual o no a C) tal que C'CPQ « C'CP'Q’ (ver la pag. 241). Segun los
teoremas 8.47 y 8.48, el punto C’ estd univocamente determinado por la relacién
Q(C"PQ; CQ'P").

Veamos c¢émo construir explicitamente C’, lo que nos mostrard que la igual-
dad C = C’ se da sblo para una eleccién de r. Vamos a construir un cuadrildtero
completo que nos dé el conjunto cuadrangular anterior. Sir pasa por D es inttil
seguir, pues D es el punto buscado y es distinto de C. En caso contrario consi-
deramos los puntos S = BDNAC y T = SQ' N AE. Es facil ver que no estéan
en r. Ahora basta considerar el cuadrilitero completo de vértices A, D, S, T.
El punto C’ serd DT Nr.

Se cumplird C' = C"' siy sélo si T estd en DC'. Siesto sucede, los puntos Sy T
estdn determinados directamente por los puntos de partida (independientemente
de r), pues S=BDNAC y T = DCNAE, luego Q' = BE N ST también estd
determinado por los cinco puntos. Asi, la recta r ha de ser necesariamente
CQ’, donde @’ estd determinado como acabamos de indicar. Reciprocamente,
invirtiendo el razonamiento es claro que para esta r se cumple C = C".

Si recordamos que C' es cualquier punto de € distinto de A y B, podemos
afirmar:

Teorema 9.23 Si C es una cdnica y C' es cualquiera de sus puntos, entonces
cada recta de He corta a C en dos puntos, excepto una, que solo la corta en C.
A dicha recta excepcional la llamaremos tangente a C en C.

Esto ya lo sabiamos, pero en realidad hemos probado mucho més. Lo que
realmente hemos obtenido se puede enunciar asi:
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Sea C una conica determinada por una homografia entre dos haces
de rectas de centros A y B. Sean C, D, E tres puntos mds de
C. FEntonces un sexto punto C' estd en C si y sélo si los puntos
S=ACNBD, T=AENDC" yQ = BENCC" estdn alineados.

Es claro que S, T y Q' son las intersecciones de los lados opuestos del
hexdgono ACC’'DBE. Vamos a cambiar la notacién para poner de manifiesto

una importante simetria en la afirmacién anterior. Hacemos A; = A, B; = B,
As =D, Bo=C,C; =C', Cy = E. El resultado es:

Sea C una conica determinada por una homografia entre dos haces
de rectas de centros A1 y Bi. Sean As, By, Co tres puntos mds de
C. Entonces un sexto punto Cy estd en C si y solo si los puntos
S = AlBQ n BlAQ, T = A1C2 N AQCl Yy U= Blcg N BQCl estdn
alineados.

Ahora el hexagono es A1 B2C1AsB1C5. Lo importante es que la condicién
sobre S, T, U no se altera si cambiamos los subindices 1 por los subindices 2.
Por consiguiente tenemos:

Sean A1, B1, C1, As, By, Co seis puntos distintos no colineales tres
a tres. Entonces Cy estd en la conica determinada por

Al(AQBQCQ) ~ Bl(AQBQCQ)
sty solo si Co estd en la cdnica determinada por

Ay(A1B1Cy) = Ba(A1ByiCh).

Asi, dados cinco puntos A1, By, As, By, Cy si llamamos G; a la cénica
determinada por A;(A2B2C5) « Bi(A2B2C5) y €2 ala cénica determinada por
A(A1ByCs) « B2(A1B3Cs), ambas resultan ser la misma cénica. En efecto,
ambas contienen a los cinco puntos dados y si C; es cualquier otro punto de Cq,
entonces la cénica dada por Az(A;B1C1) = B2(A1B,Cy) contiene también a
C5, luego se trata de Co, luego C C Cy. Intercambiando los papeles obtenemos
la otra inclusion.

Para probar que no importa elegir A;, By o Ay, By observamos que A, By
determinan la misma cénica que Cy, Cy y éstos la misma que A;, Bs.

Ahora si podemos afirmar:
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Teorema 9.24 Por cinco puntos no colineales tres a tres pasa una unica conica.

De hecho tenemos que cualquier cénica estd definida a partir de una homo-
graffa entre los haces de rectas de centros dos cualesquiera de sus puntos. Esto
nos permite expresar de forma completamente simétrica la condicién que hemos
obtenido para que seis puntos distintos formen parte de una cénica:

Teorema 9.25 (Teorema de Pascal) Seis puntos no colineales tres a tres
estdn contenidos en una misma conica si y solo si los lados opuestos de un
hexdgono cualquiera que los tenga como vértices se cortan en tres puntos coli-
neales.

Sigamos recogiendo consecuencias: Si € es una cénica 'y A, B son dos cuales-
quiera de sus puntos, entonces la cénica estd determinada por una homografia
entre los haces de rectas por Ay B. Si P C € es distinto de A y B entonces la
recta AP es la homdloga de BP. Esto determina la imagen de cualquier recta
por A excepto la tangente a C, que no corta a la coénica en ningin otro punto
P, y la recta AB. Similarmente, las rectas BP cubren todas las del haz de
rectas por B excepto la tangente en B y la misma AB. Como la homografia no
puede ser perspectiva y por lo tanto no fija a ninguna recta, ha de hacer corres-
ponder AB con la tangente por B y la tangente por A con AB. Si convenimos
en representar por PP la tangente a C por un punto P, entonces la expresién
AP — BP recoge todos los casos. Expresaremos que esta correspondencia es
una homografia mediante la notacién A[P] + B[P], donde los corchetes indican
que P es una variable (que en este caso recorre los puntos de C). Esto es, en un
contexto general, el nicleo del teorema de Steiner:

Teorema 9.26 (Steiner) Si C es una cdnica, A y B son dos cualesquiera de
sus puntos y P recorre los puntos de C, entonces A[P| « B[P].

Nos ocupamos ahora del estudio de las tangentes. Hemos probado que si
conocemos cinco puntos A, B, C, D, E en una coénica, podemos trazar la tan-
gente por uno de ellos, digamos C determinando los puntos S = BD N AC,
T=DCNAEy Q@ = BENST. La tangente es entonces CQ’.

Tenemos, pues, el teorema siguiente, que contiene la informacién necesaria
para trazar la tangente a una cénica por un punto dado:

Teorema 9.27 Sean A, B, C, D, E cinco puntos distintos en una cénica C.
Sea r la tangente a C por C. Entonces los puntos rNBE, AENCD y BDNCA
son colineales.
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Este teorema puede verse como una variante del teorema de Pascal, donde
hemos identificado dos puntos en uno. En efecto, imaginemos un hexdgono en
el que dos vértices tienen el mismo nombre:

C C C
D A
D A
B E B E

Llamemos lados opuestos del pentdgono a los mismos que en el hexdgono, es
decir, AC'y DB; CD y AFE; BE y CC, entendiendo que CC es la tangente a
la comica por C. Lo que afirma el teorema anterior es que si los vértices de un
pentagono estdn contenidos en una cénica, entonces los pares de lados opuestos
se cortan en puntos colineales.

Ejercicio: Probar que existe una tunica cénica que pasa por cuatro puntos dados no
colineales tres a tres y cuya tangente en uno de ellos es una recta dada (que no pase
por los otros).

Antes de seguir conviene introducir un par de términos ttiles:

Definicién 9.28 diremos que una figura formada por puntos y rectas esta ins-
crita en una cénica si todos sus puntos estan en la cénica. Diremos que la figura
estd circunscrita a la conica si todas sus rectas son tangentes a la conica.

Asi por ejemplo, el teorema de Pascal implica que los pares de lados opues-
tos de un hexdgono inscrito en una coénica se cortan en puntos colineales, y
segun hemos explicado lo mismo vale para pentdgonos. Del mismo modo po-
demos identificar dos pares de lados en un hexagono, y el teorema de Pascal
sigue siendo cierto. De hecho hay dos teoremas, segtin que los pares de lados
que identifiquemos sean contiguos u opuestos. Por ejemplo, con la notacién
que hemos empleado para probar el teorema de Pascal, tenemos el hexagono
ACC'DBE. Si identificamos los pares de lados contiguos A = E'y B = D
obtenemos que si un cuadrildtero ACC’B est4 inscrito en una cénica, entonces
los puntos ABNCC’, C’"BN AAy AC N BB son colineales. La prueba es lite-
ralmente la misma del teorema de Pascal sin mas que interpretar AE como la
tangente por A y BD como la tangente por B. Nos limitamos a dar una figura
ilustrativa:
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T

Si identificamos dos pares de vértices opuestos obtenemos una configuracién
especialmente sencilla:

Teorema 9.29 Si un cuadrildtero completo estd inscrito en una conica, las
tangentes de dos vértices se cortan en un punto colineal con los dos puntos
diagonales que no estdn sobre el lado determinado por dichos vértices.

Ejercicio: Probar que por tres puntos dados no colineales para una tnica cénica
cuyas tangentes en dos de ellos sean dos rectas dadas.

Ejercicio: Enunciar y demostrar la versiéon del teorema de Pascal para un tridngulo
inscrito en una cénica (identificando tres pares de vértices en un hexdgono).

El razonamiento con que hemos obtenido (entre otras cosas) el teorema de
Pascal tiene todavia una consecuencia mas que debemos destacar.

Teorema 9.30 (Desargues) Consideremos un cuadrildtero completo inscrito
en una conica C y una recta r que no pase por ninguno de sus vértices pero
que corte a C en uno o dos puntos. Entonces éstos son conjugados respecto a
la involucion que determinan los pares de puntos donde los lados opuestos del
cuadrildtero cortan a r.

DEMOSTRACION: Recordemos del teorema 8.54 que los pares de puntos
donde los lados opuestos del cuadrildtero cortan a r son en efecto conjugados
respecto a una (dnica) involucién. Volviendo a la situacién que describiamos al
comienzo de la seccién (ver la figura de la pag. 273), supongamos que r corta a
C en los puntos C'y C’ (iguales o distintos) y que los vértices del cuadrildtero
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son A, B, D, E. Entonces la involucién en r es la determinada por los pares
(P,Q") y (P',Q), pero por otra parte hemos visto que el cuadrildtero de vértices
A, D, S, T determina la relacién Q(C’, P, Q; C,Q’, P'), luego sus pares de lados
opuestos determinan en r la involucién para la cual son conjugados (P,Q’),
(P',Q) y (C,C"). Los dos primeros pares prueban que se trata de la misma
involucién que la del cuadrildtero dado y por lo tanto (C,C”) es también un par
de conjugados respecto a ella. L]

Es facil ver que si se identifica B con D (y por lo tanto BD pasa a ser la
tangente a la cénica por este punto), todo el razonamiento vale igualmente y
nos lleva a este caso particular del teorema de Desargues:

Teorema 9.31 Consideremos un tridngulo inscrito en una conica C y una recta
r que no pase por ninguno de ellos pero que corte a C en uno o dos puntos.
Entonces éstos son conjugados respecto a la involucion que determinan el par
de puntos donde dos lados del tridngulo cortan a r y el par donde el tercer lado
y la tangente al vértice opuesto cortan a r.

La polaridad asociada a una cénica nos permite utilizar argumentos de dua-
lidad. Para ello hemos de definir el concepto dual al de cénica:

Definicion 9.32 Una cdnica de rectas es el conjunto de todas las rectas que
pasan por pares de puntos homologos respecto a una homografia entre dos rectas
que no sea una proyeccién perspectiva.

Es claro que una polaridad transforma una cénica en una cénica de rectas,
por lo que todos los teoremas que hemos probado sobre conicas admiten un dual
sobre cénicas de rectas. En particular el concepto dual de recta tangente es lo
que se llama un punto de tangencia de una recta r perteneciente a una coénica
de puntos. Se trata, naturalmente, de un punto de r por el que no pasa ninguna
otra recta de la cénica. Por dualidad tenemos que cada recta de una cénica de
rectas contiene un unico punto de tangencia.

Si consideramos concretamente la polaridad asociada a una cénica dada
obtenemos el teorema siguiente:

Teorema 9.33 Las tangentes a una cénica de puntos forman una cénica de
rectas y los puntos de tangencia de una conica de rectas forman una conica de
puntos.

DEMOSTRACION: Para probar la primera afirmacién basta aplicar la po-
laridad de la cénica. Para la segunda tomamos una cénica de rectas C;. Al
aplicarle una polaridad p obtenemos una cénica de puntos Cy cuyas tangentes
son las rectas polares de los puntos de tangencia de la cénica de partida. Si p’
es la polaridad de G, al aplicarla obtenemos una nueva cénica de rectas C3. La
composicién pop’ es una homografia que transforma €; en C3. Si @ es un punto
de tangencia de Gy, entonces p(Q) es una tangente a Co, luego p'(p(Q)) es un
punto de Cs. Esto prueba que los puntos de tangencia de €; forman una cénica
de puntos. n
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Ejercicio: Probar el dual del teorema 9.18 aplicando una polaridad. Deducir direc-
tamente la segunda parte del teorema anterior.

Todos los teoremas que hemos visto sobre conicas dan lugar a teoremas
duales sin mdas que intercambiar “cénica de puntos” por “cénica de rectas” y
“tangente” por “punto de tangencia”. A su vez, el teorema dual se puede aplicar
a la conica de tangentes de una cénica dada, lo que nos da un tercer enunciado.
El paso del primero al tercero se obtiene conservando el concepto de “cénica”
pero intercambiado “punto de la cénica” por “tangente a la cénica”.

Por ejemplo, para formular el dual del teorema de Pascal hemos de notar
que el dual de “hexdgono” es “hexdgono” (entendiendo por hexdgono la figura
formada por seis puntos y las rectas que los unen ciclicamente). En efecto,
una polaridad transforma el hexdgono de vértices ABCDFEF en el hexdagono de
vértices p(AB) p(BC) p(CD)p(DE) p(EF) p(FA). Asi pues:

Teorema 9.34 Los lados de un hexdgono pertenecen a una conica de rectas si
y solo si las tres rectas que unen vértices opuestos son concurrentes.

Si aplicamos esto a la cénica de tangentes de una conica dada obtenemos:

Teorema 9.35 (Brianchon) Un hexdgono estd circunscrito a una cénica si y
solo si las tres rectas que unen vértices opuestos son concurrentes.

Pascal demostré el teorema que lleva su nombre en 1640 (a los 16 afios de
edad). Lo probé primero para circunferencias y luego generalizé por proyeccion.
Brianchon demostré el teorema anterior en 1806. Su prueba contenia trazas de
la teoria de la dualidad.

Vamos a describir geométricamente la polaridad de una cénica. Nuestro
punto de partida serd la descripciéon que de ella nos da el teorema 9.18.

Observemos en primer lugar que tres tangentes a una cénica no pueden ser
concurrentes. Esto es el dual de que tres puntos de una cénica no son colineales.
Por lo tanto, dada una cénica C, por cada punto ¢ pasan a lo sumo dos tangentes
de C. Supongamos que asi es, es decir, supongamos que A; y As son puntos
distintos de € cuyas tangentes pasan por ). Si p es la polaridad de € tenemos
que Q C p(A1) Np(A2), luego p(Q) = A1 As.

Asi pues, si por un punto dado pasan dos tangentes a C, la polar del punto
es la recta que pasa por los puntos de tangencia.

Veamos ahora que si por () pasa una tnica tangente a € es necesario que @
esté en la cénica, con lo que p(Q) es la tangente. En efecto, supongamos que A
es un punto de € cuya tangente pasa por (). Si A # @ entonces la polar p(Q)
es una recta que pasa por A distinta de la tangente p(A), luego corta a € en
un segundo punto B. Como B C p(Q), tenemos también @ C p(B), es decir, Q
estd también en la tangente de un segundo punto de C.

Resumamos en un teorema lo que hemos obtenido hasta ahora:
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Teorema 9.36 Un punto Q) estd en una conica C si y sélo si hay una unica
tangente a C que pasa por Q. En caso contrario las tangentes a C que pasan
por @ son dos o ninguna. Si pasan dos tangentes, la recta polar de Q es la que
pasa por los puntos de tangencia.

Las cénicas de rectas admiten un tratamiento algebraico analogo al de las
conicas de puntos. Para verlo hemos de introducir el concepto de coordena-
das homogéneas de una recta. Una recta r estd formada por los puntos cuyas
coordenadas en un sistema de referencia dado cumplen una ecuacion de la forma
ax+by+cz = 0. La terna (a, b, ¢) determina la recta y estd determinada por ella
salvo un factor constante. Diremos que (a, b, ¢) son las coordenadas homogéneas
de r en el sistema de referencia dado.

En estos términos, si A es la matriz de una polaridad en un sistema de
referencia dado y X son las coordenadas homogéneas de un punto, su polar
est4 formada por los puntos cuyas coordenadas Y cumplen X AY? = 0, lo que
se interpreta como que XA son las coordenadas homogéneas de la recta po-
lar. Reciprocamente, si Y son las coordenadas homogéneas de una recta, las
coordenadas homogéneas de su polo han de cumplir XA =Y, luego el polo es
YA~L

Si aplicamos esto a la polaridad de una cénica vemos que una recta de
coordenadas homogéneas X sera tangente a la cénica si y solo si las coordenadas
X A~! de su polo cumplen la ecuacién XA 1AA1X* =0, 0 sea, XA™1X =0.
Esta es la ecuacién de la cénica de tangentes asociada a la conica dada. En
general:

Teorema 9.37 Dado un sistema de referencia, cada conica de rectas tiene aso-
ciada una matriz reqular simétrica A de modo que una recta pertenece a la cénica
si y sélo si sus coordenadas homogéneas satisfacen la ecuacion XAX' = 0. La
matriz de una conica de puntos y la de su conica de tangentes son mutuamente
INVersas.

Pasemos ahora a interpretar geométricamente la polar de cualquier punto.

Teorema 9.38 Supongamos que un cuadrildtero completo estd inscrito en una
conica C. Entonces la recta polar de un punto diagonal es la recta que pasa por
los otros dos puntos diagonales.

DEMOSTRACION: Aplicamos el teorema 9.29: Sea @ el punto diagonal y
sean AB y CD los lados que pasan por . Sean Dy y D5 los otros dos puntos
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diagonales. Entonces las tangentes a la cénica por A y B se cortan en un punto
X C D;1Ds. Por lo tanto p(X) = AB. Como Q C p(X), también X C p(Q).
De igual modo, las tangentes por C'y D se cortan en un punto Y C D Do
que serd distinto de X, o si no tendriamos cuatro tangentes concurrentes. Con-
cluimos igualmente que Y C p(Q), luego p(Q) = XY = Dy Ds. n

Dado un punto @) que no esté en una cénica €, siempre podemos encontrar
un punto A en € tal que la recta AQ sea secante a la cénica (a lo sumo hay que
excluir dos puntos para los cuales la recta sea tangente). Si B es el otro punto
donde AQ corta a C, excluyendo A, B y los dos posibles puntos de tangencia,
siempre podemos encontrar un tercer punto C' tal que la recta QC corte a € en un
cuarto punto D, y asi formamos un cuadrildtero completo cuyos vértices estan
en Cy que tiene a () como punto diagonal. Esto nos permite aplicar el teorema
anterior para trazar la polar de cualquier punto. Mas atn, si observamos el
punto H de la figura anterior concluimos inmediatamente lo siguiente:

Teorema 9.39 Sea C una cdnica, Q un punto y consideremos una recta que
pase por Q y corte a C en dos puntos A y B distintos de Q. Entonces la recta
polar de QQ contiene al conjugado harmdnico de Q respecto de A y B.

Ejercicio: Explicar como se construye el polo de una recta dada respecto a una cénica
dada (dualizar la construccién de la recta polar).

Ejercicio: Un triangulo se dice autopolar siy sélo si cada vértice es el polo de su lado
opuesto. Probar que un tridngulo es autopolar respecto a una cénica si y sélo si es el
tridangulo diagonal de un cuadrildtero inscrito en la misma.

Los teoremas que hemos visto hasta aqui son también muy ttiles en su forma
dual. Dejamos a cargo del lector escribir los enunciados duales de cada uno de
ellos. En lo sucesivo los usaremos cuando convenga. Definimos, no obstante,
el concepto dual de un cuadrildtero completo, que aparece en muchos de estos
enunciados.

Definicién 9.40 Un cuadrildtero completo dual es una figura formada por cua-
tro rectas no concurrentes tres a tres, llamadas lados, junto con los seis puntos
donde se cortan, llamados vértices. Dos vértices son contiguos si comparten un
lado y opuestos en caso contrario. Las tres rectas que unen los pares de vértices
opuestos se llaman rectas diagonales del cuadrilatero dual.

Veamos ahora un resultado cuya importancia se pondra de manifiesto més
adelante:

Teorema 9.41 Sea C una coénica y r una recta que no sea tangente a C. La
aplicacion f :r — r dada por f(Q) = p(Q) Nr es una involucion en r.

DEMOSTRACION: Notemos en primer lugar que f es biyectiva, pues la pola-
ridad p biyecta los puntos de r con las rectas que pasan por su polo. Ninguna
de éstas es r, pues si r pasara por su polo seria tangente a C, luego cada una
corta a r en un uUnico punto distinto en cada caso.
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Fijemos un sistema de referencia y sea A la matriz p. Sean Q1 y Q2 las coor-
denadas homogéneas de dos puntos A y B de r y sean Ry, Ry las coordenadas
de sus imdgenes por f, de modo que Q1 AR} = Q2ARL = 0.

Claramente Q1 + Q)2 son las coordenadas homogéneas de un punto de r,
cuya imagen por f serd un punto de coordenadas aR; + SRs, pero como po-
demos cambiar cada R; por un multiplo sin variar el punto que representan,
podemos suponer que de hecho las coordenadas de la imagen son R; + Ra, y
por consiguiente (Q1 + Q2)(R1 + R2) =0, de donde Q1 R2 + Q2R = 0.

Tomemos ahora cualquier punto C' C r, cuyas coordenadas seran de la forma
Q = a1 + Q. Entonces p(C) es la recta de ecuacién (a@Qr + 3Q2)AX" = 0.

El punto f(C') serd el inico de r que cumple esta ecuacién, pero es inmediato
comprobar que esto le sucede a aR; + ORs.

Esto prueba que f es la homografia que transforma los puntos de coordenadas
@1, Q2, Q1 + Q2 en los puntos de coordenadas Ry, Re, R1 + Ro. Es inmediato
comprobar que se trata de una involucion. L]

Definicion 9.42 Diremos que dos puntos @) y R son conjugados respecto de
una coénica € si uno estd contenido en la recta polar del otro. Dos rectas son
conjugadas si una contiene al polo de la otra.

Acabamos de probar que si r es una recta no tangente a una coénica C,
entonces los pares de conjugados en r respecto a C son pares de conjugados
respecto a una involucién que llamaremos involucion inducida por C en r.

Ejercicio: Sea C una cénica y O un punto no contenido en ella. Probar que la
aplicacion de Ho en si mismo que a cada recta le asigna su tnica conjugada en el haz
es una involucién, a la que se llama involucion inducida por la coénica en el haz.

9.6 Homografias entre conicas

Definicion 9.43 Dadas dos cénicas C; y Cy en dos planos proyectivos, una
homografia entre ellas es una aplicacion H : €; — €5 inducida por restriccion
a partir de una homografia entre los planos correspondientes.

Puesto que una cdnica contiene un sistema de referencia proyectivo, es claro
que cada homografia entre cénicas determina la homografia entre los planos
que la induce, y a su vez ésta determina una biyeccién entre las tangentes de
ambas conicas. En la préactica no distinguiremos entre una homografia entre
dos cénicas y la homografia (entre planos) que la induce. Vamos a probar que
siempre existen homografias entre dos cénicas dadas:

Teorema 9.44 Sean C; y Cy dos cdnicas no necesariamente en el mismo plano,
sean A, B, C tres puntos de C; y A’, B', C' tres puntos de Ca. Entonces existe
una dnica homografia entre las conicas tal que ABC «~ A'B'C'.
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DEMOSTRACION: Sea P el punto donde se cortan las tangentes a C; por A
y B, sea P’ el punto donde se cortan las tangentes a Gy por A’ y B’. Es claro
que A, B, C, P forman un sistema de referencia proyectivo del plano de Cy, y
A’, B', C', P’ forman un sistema de referencia del plano de C>. La homografia
ABCP + A'B'C'P’ transforma C; en una cénica que contiene a los puntos A’,
B’ y C' y cuyas tangentes en A’ y B’ son las rectas A’P’ y B'P’, es decir, esta
cénica y Cs tienen tres puntos y dos tangentes en comin, luego son iguales (esto
se sigue facilmente de 9.29).

Ademds, cualquier homograffa entre las cénicas que cumpla ABC' + A'B'C’
ha de transformar las tangentes de la primera en las de la segunda, luego P en
P’, luego es necesariamente la inducida por ABCP = A'B'C'P'. ]

Es claro que el conjunto de todas las homografias de una cénica € en si
misma forma un grupo, al que llamaremos GP(€) y que podemos identificar con
un subgrupo de GP(X), donde X es el plano de C.

Si Ho es el haz de rectas que pasan por un punto O, las homografias de Hp
forman también un grupo, al que llamaremos GP(Hp). Sabemos que si r es
una recta que no pasa por O, cada homografia H € GP(Ho) se corresponde con
una homografia H|, € GP(r) dada por H|,.(P) = H(OP)Nr. Ademés es facil
ver que esta correspondencia es un isomorfismo de grupos, luego concluimos que
GP(Ho) = GP(r).

Ahora probaremos que si O es un punto de una cénica €, entonces
GP(C) = GP(Hy) = GP(r).

En efecto, para cada homografia H € GP(C) definimos H* € GP(Hyp)
mediante H*(OP) = OH(P), donde P € €, entendiendo, como es habitual, que
OO es la tangente en O.

Veamos que H* es realmente una homografia. Si H(O) = O se trata
simplemente de la homografia inducida por H (vista como homografia del
plano). Si por el contrario H(O) = O' # O, entonces H* es la composicién
de H : Ho — Hor con la homografia o — Ho inducida por la cénica
(teorema 9.26).

La correspondencia es obviamente inyectiva y también es suprayectiva pues,
dada H € GP(Hp), consideramos tres puntos A, B, C en € y los puntos A’, B,
C’ tales que H(OA) = OA’, etc. La homograffa ABC + A’B'C’ induce una
homografia en GP(Hp) que coincide con la dada sobre las tres rectas OA, OB,
OC, luego es la dada. m

Conviene recordar la forma en que actua la com-
posicién de los isomorfismos anteriores entre GP(C)
y GP(r). Fijado un punto O en € que no esté en r, si
una homografia de C hace corresponder los puntos A
y A’, entonces su imagen en r hace corresponder los
puntos By B’

En realidad la figura sugiere una forma de biyectar los puntos de una cénica
con los de una recta. En efecto, la aplicacién f : € — r dada por f(P) = OPNr
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es obviamente biyectiva, y el isomorfismo GP(C) = GP(r) es simplemente el
dado por H — Hf = f~'Hf.

Ahora podemos traducir a homografias sobre cénicas todos los resultados que
conocemos sobre homografias sobre rectas. Por ejemplo, si una homografia en
una cénica intercambia dos puntos A y B, podemos asegurar que se trata de una
involucién. En realidad es mas interesante la direcciéon contraria: representar
una homografia de una recta como homografia sobre una cénica hace mucho
maés facil su estudio, como pronto veremos. Antes vamos a usar las biyecciones
entre cdénicas y rectas para introducir coordenadas homogéneas en una cénica.

Sea € una coénica y fijemos en ella tres puntos Py, P y Ps. Tomemos una
recta 7 que no pase por P, y determinemos en ella los puntos Qp, Q1 v Qoo
como las imdgenes de los de € por la biyeccién f anterior. La recta afin r\ Qo
tiene estructura de cuerpo con Qg y (1 como neutros de la suma y el producto.
La biyeccién f traslada esta estructura de cuerpo a €\ Py. Vamos a ver que
el resultado no depende de la eleccién de r, sino tan sélo de los tres puntos
tomados como sistema de referencia.

En efecto, dados dos puntos z e y en €\ P, consideremos la homografia
H dada por Py zy % Pooywr. Se trata de una involucién? que f transporta
a Qoo f(2)f(y) = Qoo f(y)f(x). Existe una tnica involucién en r con estas
propiedades, luego necesariamente es la que tiene expresion en coordenadas

Ia)=u+v—q,

donde u y v son las coordenadas de f(x) y f(y) respectivamente (pues efectiva-
mente I permuta u y v y deja fijo a 00). Luego I(0) = u + v.

Asf pues, H(P)) = = +y. En resumen, fijados Py, P y Ps, la suma
de dos puntos de €\ P, se calcula como H(F), donde H es la involucién
Pyozy « Py yz.

Del mismo modo se comprueba que zy se calcula como H (P ), donde H es la
involucién Py 2y « Poyx, pues f la transforma necesariamente en la involucién
cuya expresion en coordenadas es I(«) = uv/a, donde, como antes, u y v son
las coordenadas de f(x) y f(y).

Con todo esto es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 9.45 Sea C una conica en un plano proyectivo X sobre un cuerpo K.
Sean Py, P y Py tres puntos en C. Definimos en C\ Puo las operaciones dadas
por

PoxyPy 5 Poyzr(xz+y), PxxyPy 5 Poyx(zy).

Entonces €\ P, tiene estructura de cuerpo isomorfo a K.

Atn podemos decir méds. En las condiciones de la discusién previa al teorema
anterior, hemos visto que el sistema de referencia Py, P;, P, en C determina
el sistema de referencia Qg, @1, Qs en la recta r, luego podemos definir las
coordenadas homogéneas de un punto P € € como las coordenadas de f(P).

2Notar que no excluimos la posibilidad = = y (ver 8.54).
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Esto no depende de r, pues si tomamos otra recta 7’ (siempre con la condicién
de que no pase por Py,), entonces tenemos dos biyecciones f,. y f,/, y es claro
que frof. ! es la proyeccién perspectiva de centro Pa, luego es una homografia,
y transforma el sistema de referencia Qg, 1, Q- de r inducido por el de € en
el sistema de referencia en ' inducido por el de €. Por consiguiente f.(P) y
fr(P) tienen las mismas coordenadas homogéneas en los sistemas de referencia
respectivos.

Si representamos las coordenadas homogéneas de un punto P de una cénica
€ como (1,z), con x € K U {00}, la correspondencia P — x es un isomorfismo
entre C\ Py, y K. En principio puede haber varios isomorfismos, pero sélo uno
corresponde a una asignacién de coordenadas.

Ahora podemos caracterizar las homografias entre conicas en términos de
coordenadas homogéneas:

Teorema 9.46 Una biyeccion f : € — Cq entre dos cdnicas es una homo-
grafia si y solo si al fijar un sistema de referencia en cada cénica la coordenada
y € K U{oo} de la imagen de un punto de coordenada x viene dada por una
relacion de la forma

b
y:Zij_—d, donde ad — be # 0.

DEMOSTRACION: Si la aplicacién f es una homografia consideramos la apli-
cacion g : Hpi — Hpz dada por g(PLQ) = P2 f(Q). Se trata de una
homograffa, pues si f(PL) = P2 la aplicacién g es simplemente la homografia
inducida por f, mientras que si f(PL) = A # P2 entonces g es la composicién
de f_: j{polc — H 4 con la homografia H 4 — prgo inducida por Cs.

Tomamos una recta r; que no pase por PL y una recta rs que no pase
por P2 y consideramos los sistemas de referencia inducidos desde las cénicas
asi como las aplicaciones f,, y fr,. Sabemos que la homograffa g induce una
homografia h : 11 — 75. La figura muestra la situacion:

1
00

1 Pozo ‘ (P)

P
Pl
T2

Si P € €, entonces f,, (P) es el punto P’ € r; colineal con Py PL, la
homografia g transforma PL P en P2 f(P)y entonces h transforma P’ = f,. (P)
en P% f(P) Ny, 0 sea, h(fr, (P)) = fr, (f(P)).

Por definicién, las coordenadas homogéneas de P son las de P’ y las de f(P)
son las de h(P’). Como h es una homografia la relacién entre ellas es la indicada
en el enunciado.
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Reciprocamente, si f satisface una ecuacién como la del enunciado, ésta de-
termina una homografia h entre las rectas r1 y 72, con la cual podemos construir
una homografia entre las cénicas invirtiendo el proceso anterior. La homografia
que obtenemos verifica la misma relaciéon que f en coordenadas, luego ha de ser
la propia f. L]

Los resultados que hemos obtenido se expresan mas simplemente si definimos
una homografia entre una recta y una cénica (o al revés) como una biyeccién
entre ambas cuya expresion en coordenadas sea del tipo

y= cwc——l—b, donde ad — be # 0.
cx+d

Es inmediato comprobar que si una tal biyeccidn tiene una expresion en
coordenadas de este tipo respecto a un par concreto de sistemas de referencia,
entonces tiene una expresién similar respecto a cualquier otro par. También
es claro que la composicién de cualquier tipo de homografias (recta/cénica,
cénica/recta, recta/recta, cénica/cénica) es de nuevo una homografia, asi como
que la inversa de una homografia es una homografia.

La aplicacién que a cada punto de una coénica le asigna sus coordenadas
homogéneas respecto a un sistema de referencia dado es una homografia entre
la cénica y PL(K), si O es un punto de una cénica € y r es una recta que no pasa
por O, la aplicacién f : € — r dada por f(P) = OP Nr es una homografia,
que podemos llamar proyeccion perspectiva de centro O.

Ejercicio: Probar que dados tres puntos en una cénica y otros tres en una recta existe
una unica homografia entre ambas que los hace corresponder en un cierto orden.

El teorema siguiente contiene en esencia algo que afirmamos sin prueba al
definir las cénicas, y es que en un espacio euclideo toda cénica puede obtenerse
mediante una sola proyeccién perspectiva a partir de un circulo.

Teorema 9.47 Sean Cy y Co dos conicas en planos distintos w, y wo de modo
que la recta r = 71 Ny es tangente a ambas por un mismo punto A. Entonces
existe una proyeccion perspectiva que transforma C; en Cs.

DEMOSTRACION: Sean By C dos puntos mds en €1, sean P y Q los puntos
donde las tangentes a €; por B y C cortan a r. Como P y @ estan sobre
una tangente a Ca, existen puntos B’ y C’ en @y distintos de A tales que sus
tangentes pasan por Py Q. Las rectas BB’ y CC’ se cortan en un punto O fuera
de m; y m2. Entonces ABCPQ = AB'C'P'Q’, luego la proyeccién perspectiva
desde O transforma C; en una cénica que comparte con Gy los puntos A, B’, C’
y sus tangentes por todos ellos, luego ha de ser Cs. ]

El resto de la seccién lo dedicamos a estudiar las homografias de una cénica.
Su comportamiento es especialmente simple.

Teorema 9.48 Si A # A’, B, B’ son dos pares de puntos homdlogos por una
homografia en una cénica, entonces AB' N A’B estd sobre una recta r indepen-
diente de la eleccion de los puntos A y B.
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DEMOSTRACION: Hemos visto que cada homograffa en una cénica [P] « [P']
induce una homografia en (4 dada por A[P] = A[P’]. Si componemos ésta con
la homografifa del teorema de Steiner, es decir, A’'[P] « A[P], obtenemos la
homografia A’[P] + A[P’] entre los haces 34/ y Ha. Esta homografia fija a
la recta AA’, luego es una proyeccién perspectiva, es decir, estd inducida por
una perspectividad H. Sea r su eje de perspectiva. Entonces cada par de
rectas homdlogas AB’ y B’ A se cortan en r (para todo punto B). Falta probar
que r es independiente de A. Ahora bien, si tomamos tres puntos distintos A,
B, C con imégenes distintas de ellos tres A’, B’, C’, los puntos AB' N A’B,
A'CNC'A, BC' N C'B son colineales, por el teorema de Pascal aplicado al
hexagono AB'CA’BC’. Si llamamos 7y a la recta que los contiene, vemos que
ro es la recta r determinada por A y también la determinada por B. Esto
prueba que si A y B tienen imdgenes distintas de ellos mismos (es decir, salvo
si A/ = B o B’ = A) ambos determinan la misma recta. Si A’ = B tomamos
un tercer punto C tal que C'y C’ sean distintos de A, A’, B, B’ y concluimos
que A, y B determinan ambos la misma recta que C. L]

Por dualidad tenemos también el teorema siguiente:

Teorema 9.49 Sir #1', s # s son dos pares de tangentes homdlogas por una
homografia en una cénica, entonces la recta que pasa por rNs’ yr'Ns es colineal
con un punto O independiente de la eleccion de las rectas r y s.

Definicién 9.50 La recta r y el punto O determinados por los dos teoremas
anteriores reciben el nombre de eje y centro de la homografia considerada.

Una homograffa en una cénica (distinta de la identidad) j2) A
queda completamente determinada en cuanto conocemos su
eje y un par de puntos homdlogos A # A’. En efecto, para
encontrar el homélogo de otro punto P no tenemos mds que ) A
unir A con PA'Nr. Laimagen P’ ser4 el punto de interseccion P’
de esta recta con la cénica.

La construccién dual nos permite trazar la imagen de cualquier tangente a
partir de dos tangentes homoélogas y del centro de la homografia. Estas cons-
trucciones muestran también que los puntos fijos de una homografia en una
cénica € son precisamente las intersecciones de su eje con €.

Teorema 9.51 FEl centro de una homografia en una cénica es el polo de su eje.
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DEMOSTRACION: Consideremos tres pares de puntos homdlogos A # A,
B#B,C#C'". Sean R=ABNB'AyS=ACnNC'A. De este modo RS
es el eje de la homografia. Las tangentes en A y B’ se cortan en el polo de AR,
y las tangentes en A’ y B se cortan en el polo de A’R, luego la recta polar de
R es la que une ambos puntos de intersecciéon. Similarmente se calcula la polar
de S y la interseccién O entre ambas es el polo de RS. Pero, por definicién, el
punto O asi calculado es el centro de la homografia. L]

Hemos visto cémo una homografia en una cénica puede calcularse facilmente
a partir de su eje o de su centro. La situacion es atin mas simple en el caso de
las involuciones.

Teorema 9.52 Si A y A’ son conjugados por una involucidn en una cénica,
entonces la recta AA’ pasa por su centro.

DEMOSTRACION: Sean A # A’ y B, B’ dos pares de puntos conjugados por
la involucién. Entonces AB’ N BA’ estd en el eje, y es claro que su imagen
por la homografia que genera la involucién es él mismo. Todo punto del eje
puede expresarse de este modo para un B adecuado, luego la homografia fija a
cada punto de su eje y es, por consiguiente, una perspectividad. Basta probar
que su centro de perspectiva coincide con el centro de la involucién. Por el
teorema anterior basta probar que el centro de perspectiva O es el polo del
eje de perspectiva r. Si tomamos dos pares de conjugados A # A’, B # B’,
entonces los puntos AB' N A’'By ABN A'B’ estdn en r (notar que el segundo
es A”BN A'B’). Ahora basta aplicar el teorema 9.38. "

Con esto podemos construir muy facilmente las operaciones en una cénica,
pues éstas se definen en términos de involuciones. Por ejemplo, para calcular
una suma x + y trazamos la tangente por oo y la cortamos con zy, lo que
nos da el centro de la involucién requerida. Al unirlo con 0 obtenemos x + y.
Similarmente con el producto:

N m

T4y 0 TY
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Ejercicio: Describir las construcciones para la resta, la division y la raiz cuadrada en
una cénica. Interpretar geométricamente el hecho de que (cuando el cuerpo es R) los
nimeros positivos tienen raiz cuadrada y los negativos no.

Ejercicio: Describir el grupo aditivo de una pardbola cuando se toma como Ps, su
punto infinito. Describir el grupo multiplicativo de una hipérbola cuando se toma
como Py y P sus puntos infinitos.

Es claro que todo punto O que no esté contenido en una cénica € es el
centro de una tnica involucién en C. Basta considerar dos rectas secantes a €
que pasen por O. Si éstas cortan a la cénica en A, A’ y B, B’, la involucién
AA'BB’ + A’ AB’B tiene claramente centro O.

En el capitulo anterior vimos que toda homografia en una recta (y por lo
tanto en una cénica) es producto de dos involuciones. El teorema siguiente nos
da la relacién entre los centros y los ejes.

Teorema 9.53 Fl eje de la composicion de dos involuciones de una conica es
la recta que une sus centros y el centro de la interseccion de sus ejes.

DEMOSTRACION: Tomemos dos puntos A y B de la cénica que no sean
puntos fijos o conjugados de ninguna de las involuciones ni de su composicién.
Entonces la primera involucién los transforma en otros dos puntos Ay, Bi, y
la segunda transforma éstos en otros dos puntos As, Bs, de modo que los seis
puntos son distintos. Si O; y Oz son los centros de las involuciones, por el
teorema 9.52 sabemos que Oy = AA; N BBy y Oy = A1 A N B1Bs. Al aplicar
el teorema de Pascal al hexdgono AA; As BB By concluimos que 0,04 contiene
a ABy N BAs, que por definicién es un punto del eje de la composicién. Por lo
tanto dicho eje ha de ser O105. Aplicando la polaridad de la cénica obtenemos
que el centro es la interseccién de los ejes. [

9.7 Conicas sobre cuerpos ordenados

Nos ocupamos ahora de las propiedades adicionales que cumplen las cénicas
cuando el plano que las contiene estd construido sobre un cuerpo ordenado.
Aunque una gran parte de la teoria es valida para un cuerpo ordenado arbitrario
K, las cosas se simplifican si suponemos que todos los elementos positivos de
K tienen raiz cuadrada, y asi lo haremos. Esto nos permite contar con el
teorema 8.63.
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Todos los resultados que ya tenemos sobre ordenacion de rectas se transmiten
autométicamente a las cénicas a través de las homografias (y de hecho resultan
més intuitivos). Por ejemplo, si seleccionamos un sistema de referencia Py,
Py, P, en una cénica C, cada punto de la cénica distinto de P,, admite unas
coordenadas homogéneas (z,1) o, equivalentemente, una coordenada cartesiana
z € K, de modo que el orden de K se transmite a una ordenacién de €\ Py.
Si cambiamos Py o P; la ordenacién resultante es la misma o la inversa (pues
las coordenadas cartesianas en dos sistemas de referencia estan relacionados por
una ecuacién de la forma y = ax + b, con a # 0, que conserva o invierte el orden
segin el signo de a).

Sir es unarectay H : € — r es una homografia, podemos definir el arco
ABC en € como la antiimagen por H del segmento H(A)H(B)H(C). Esto
no depende de la eleccién de la recta o la homografia, pues si H : € — 1/
es otra eleccién, entonces la aplicaciéon H ™' o H : v — r es una homo-
graffa, luego conserva los segmentos, es decir, transforma H'(A)H'(B)H'(C)
en H(A)H(B)H(C), luego la antiimagen del primero por H’ coincide con la
antiimagen del segundo por H.

Si tomamos como homografia una proyeccién perspectiva nos convenceremos
de que la ordenacién y los arcos en una cénica son lo que intuitivamente cabe
esperar:

AI B/ C/

Todas las propiedades sobre segmentos que hemos probado para rectas son
validas para arcos en cénicas y las pruebas son todas inmediatas. La definicién
de separacién de pares de puntos vale ahora para pares de puntos sobre cénicas, y
todas las propiedades se demuestran igualmente (o se deducen de las ya probadas
a través de homografias).

Introducimos ahora un concepto genuinamente bidimensional. Vamos a dis-
tinguir los puntos interiores y exteriores de una coénica. Hay varias formas
equivalentes de definir estos conceptos. Tomaremos una bastante préactica y
demostraremos su equivalencia con algunas otras.

Definicion 9.54 Sea € una cénica y sea A un punto no contenido en ella.
Diremos que A es un punto interior (resp. exterior) a € si por A no pasa ninguna
tangente (resp. pasan dos tangentes) a C.

De este modo, todo punto del plano de una cénica C es interior a C, esta en
C o es exterior a C segtn si el nimero de tangentes que pasan por él es 0, 1 o 2.

Hay una caracterizacién més abstracta pero muy tutil de estos conceptos:
dado un punto O que no esté contenido en una cénica €, un punto fijo para la
involucién de centro O es un punto cuya tangente pasa por O, luego la involucion
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serad eliptica o parabdlica segin que O sea un punto interior o exterior. Kl
teorema 8.63 implica ahora:

Teorema 9.55 Sean A, B, C, D cuatro puntos distintos en una conica. En-
tonces se cumple AB || CD si y sélo si ABNCD es un punto exterior, luego
AB Y} CD siy sdlo si ABNCD es interior.

Es obvio que los puntos de una recta tangente (distintos del de tangencia)
son todos exteriores, pues si por un punto que no estd en una cénica pasa una
tangente a la misma, de hecho pasan dos. El teorema siguiente describe la
distribucién entre puntos interiores y exteriores en una recta secante:

Teorema 9.56 Sea C una cénica y r una recta que corte a C en dos puntos A
y B. Entonces uno de los segmentos en r de extremos A y B estd formado por
puntos interiores (aparte de los extremos) y el segmento complementario estd
formado por puntos exteriores.

DEMOSTRACION: Sea C' un punto en uno de los segmentos de € de extremos
Ay B. Consideremos la proyeccién perspectiva de € en r de centro C. Es claro
que fija Ay B. Si P es cualquier punto del arco ACB entonces tenemos por
definicién que AB }f CP, luego el punto AB N CP es exterior, pero éste es la
proyeccién perspectiva de P desde C, es decir, la imagen del arco ACB es uno
de los segmentos de r de extremos A y B y esta formado por puntos exteriores.
Anélogamente, si P es un punto del arco complementario de ACB entonces
AC' || CP, luego la proyeccién AB N CP es interior, con lo que todos los puntos
del segmento imagen en r son interiores. n

Para completar esta descripciéon tendriamos que probar que si una recta
no corta a una conica entonces todos sus puntos son exteriores, pero para ello
necesitamos algunas consideraciones previas. Deduciremos esto y varias cosas
mas a partir de una misma construccién que pasamos a describir:

Partamos de dos puntos O y O’ conjugados respecto a una cénica €, es decir,
tales que uno esté contenido en la polar del otro. Supongamos que O es interior.
Probaremos, entre otras cosas, que O’ es exterior.

Q
A

BO/

_"

En primer lugar tomamos una recta que pase por O’ y que corte a € en dos
puntos A y B. Podemos suponer que AB no contiene al punto O (aunque no
excluimos de momento que O’ pueda estar en € y ser, por tanto, A o B).

Como O es interior, las rectas AO y BO no pueden ser tangentes a C, luego
cortan a la cénica en dos puntos C'y D distintos de los anteriores. La recta C'D
cortard a AB en un punto O”. Vamos a probar que O” = O’.

O//
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Sea @ el punto de interseccién de las tangentes por A y B. Entonces tenemos
que p(Q) = 0’0", luego Q estd contenido en p(O’) y en p(O”). Por el teorema
9.38 sabemos que O C p(0O”), y por hipétesis O C p(O’), luego en definitiva
p(0O") = p(0") = OQ, de donde O’ = O" y la figura que tenemos es en realidad:

Q
A

B

A ———

Recordemos que podemos llegar a esta situacién siempre que O sea interior
a Cy O C p(O). Aplicando dos veces el teorema 9.55 vemos que AC' || BD,
porque O es interior, y de aqui que O’ es exterior. Con esto tenemos demostrado
lo siguiente:

O/

Teorema 9.57 La recta polar de un punto interior de una coénica contiene
dnicamente puntos exteriores (en particular no corta a la cdnica). Equivalente-
mente, si una recta pasa por un punto interior de una conica entonces su polo
es un punto exterior.

Pero en realidad tenemos méas. Tomemos una recta r que pase por un punto
interior O de € (con lo que en particular no es tangente a €). Sabemos que la
aplicacién que a cada punto de r le asigna su tnico conjugado en r (es decir,
la interseccién de su polar con r) es una involucién. Sea O’ el conjugado de
O. Entonces tenemos la situacién anterior. Ahora llamamos @ a la interseccién
de las tangentes por A y C, que se encuentra sobre la recta OO’, ya que esto
equivale a que p(Q) contenga a p(OQ’) y, efectivamente, p(Q) = AC y el polo
de OO’ es el tercer punto diagonal del cuadrildtero completo de vértices A, B,
C, D. Sea Q' = ACNr. Entonces la involucién que € determina en r es la dada

por OO'QQ" = 0'0Q'Q.

Ahora bien, es claro que DBAC % 00'QQ" y, como O es interior, AD || BC,
luego DB }f AC, luego OO’ }f QQ’. El teorema 8.63 nos permite concluir que la
involucién en r es hiperbdlica, lo que obviamente se traduce en que € corta a r en
dos puntos distintos. El reciproco es evidente, y asi tenemos otra caracterizacion
del concepto de punto interior:

Teorema 9.58 Un punto O es interior a una conica C si y sdlo si toda recta
que pasa por O corta a C en dos puntos distintos.
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En particular una recta que no corte ni toque a una coénica ha de estar
formada completamente por puntos exteriores, tal y como queriamos probar.
Mas atn, por un punto exterior O siempre pasa una recta sin puntos en comun
con la cénica. Basta tener en cuenta que p(O) es secante a la cénica (hay dos
puntos en la cénica cuyas tangentes pasan por O y entonces p(O) pasa por los
puntos de tangencia). Por consiguiente p(O) contiene un punto interior @, luego
O C p(Q) y ya hemos visto que p(Q) estd formada por puntos exteriores. m

Resumimos todo esto en el teorema siguiente:

Teorema 9.59 Sea C una conica. Un punto P es interior a C si y sélo si todas
las rectas que pasan por P son secantes a C, el punto P estd en C si y sélo si
por €l pasa una unica tangente a C, y P es exterior si y solo si por P pasa una
recta exterior (es decir, disjunta) a C.

También tenemos probado el teorema siguiente sobre polares:

Teorema 9.60 Las polares de los puntos interiores de una conica son las rectas
exteriores, las polares de los puntos exteriores son las rectas secantes, y las
polares de los puntos de la conica son las tangentes.

Ejercicio: Dados dos puntos A y B ambos interiores (o ambos exteriores) a una
cénica, existe un segmento de extremos A y B formado completamente por puntos
interiores (o exteriores).

Ejercicio: EIl centro de una elipse es un punto interior, mientras que el de una
hipérbola es exterior.

Terminamos con unos teoremas que ilustran una técnica de trabajo con
homografias sobre rectas: la de representarlas sobre cénicas.

Teorema 9.61 En una recta real, dos involuciones distintas al menos una de
las cuales sea eliptica tienen un unico par comun de puntos conjugados.

DEMOSTRACION: Es equivalente probar el teorema para involuciones sobre
rectas que para involuciones sobre cénicas, pero en este tltimo caso el resultado
es inmediato: una involucién eliptica tiene por centro un punto interior, luego
la recta que une los dos centros corta a la cénica en dos puntos, que obviamente
seran conjugados para ambas involuciones. La unicidad es clara. m

Conviene destacar el siguiente caso particular:

Teorema 9.62 Una involucion eliptica en una recta real tiene un unico par
de puntos conjugados harmdonicamente separados respecto a un par de puntos
prefijado.

Si las involuciones son ambas hiperbédlicas hemos de exigir un poco mas:

Teorema 9.63 Dos involuciones hiperbdlicas en una recta real cuyos pares de
puntos fijos no se separen tienen un unico par comun de puntos conjugados.
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DEMOSTRACION: Podemos trabajar con una cénica en lugar de una recta.
Sean A, A’ y B, B’ los pares de puntos fijos. Las rectas AA’ y BB’ se cortan
en un punto exterior P, la polar de P corta a la conica en dos puntos C y
C’. La recta CC’ contiene a la interseccién O de las tangentes por Ay A’ y a
la intersecciéon O’ de las tangentes por B y B’, que son los centros de las dos
involuciones dadas, luego es claro que ambas conjugan a C'y C’. La unicidad
es obvia. L]

9.8 Complexificacion

Los resultados de la seccién anterior se aplican principalmente al caso de los
planos proyectivos reales. Si consideramos un plano complejo perdemos todas las
propiedades de ordenacién, pero a cambio ganamos cierta simplicidad en algunos
aspectos. Por ejemplo, toda involucién en una recta compleja tiene dos puntos
fijos. Para probarlo sélo hemos de adaptar de forma obvia el razonamiento del
teorema 8.62. A su vez esto implica que toda recta tiene en comin uno o dos
puntos con una cénica. En efecto, si la recta no es tangente, entonces la conica
induce una involucién sobre la recta que empareja a los puntos conjugados por
su polaridad. Los puntos fijos de esta involucién han de ser puntos de corte.

El estudio de los espacios proyectivos complejos tiene gran interés en geo-
metria algebraica, aunque nosotros no entraremos en ello. Aqui nos limitaremos
a usarlos como auxiliares en el estudio de los espacios reales. Para ello observa-
mos que la inclusién R C C implica evidentemente P"(R) C P*(C). Puesto que
todo espacio proyectivo real es equivalente (a través de una homografia) con un
espacio P"(R), es claro que todo espacio proyectivo real X se puede sumergir
en un espacio complejo X de la misma dimensién de modo que la relacién entre
X y X sea la misma que entre P"(R) y P*(C). Es posible construir X de forma
candnica a partir de X mediante productos tensoriales, pero no sera necesario
entrar en ello. En su lugar nos apoyaremos en que cualquier cosa que probemos
para P™(R) es de hecho vélida para cualquier espacio proyectivo de dimensién n.
Al espacio X lo llamaremos complezificacion de X.

Puesto que es dificil imaginar incluso un plano proyectivo complejo, quizé
sea de ayuda pensar en la relacién andloga que existe entre P?(Q) y P2(R) o,
més simplemente atin, entre los planos afines Q? y R2.

Cada recta racional es de la forma (a, b) +t(p, q), donde t recorre Q. Es claro
que estd contenida en una unica recta real, a saber la que resulta de permitir
que t recorra todo R. Sin embargo hay rectas reales irracionales, en el sentido
de que no contienen ninguna recta racional. Por ejemplo, la recta t(1,v/2) no
contiene méas punto racional que (0, 0), pues siempre que la primera coordenada
es racional (no nula) la segunda es irracional.

Volviendo al caso de un espacio proyectivo real X y su complexificacién X,
a los puntos de X los llamaremos puntos reales, mientras que a los de X los
llamaremos puntos complejos. A los puntos complejos que no sean reales los
llamaremos imaginarios.
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Es claro que un conjunto de vectores de R**! es linealmente independiente
sobre R si y s6lo si lo es sobre C visto como subconjunto de C™*1 (si los vectores
son independientes sobre R y tenemos una combinacion lineal nula con coefi-
cientes en C, entonces tomando partes reales y partes imaginarias obtenemos
dos combinaciones lineales nulas de los mismos vectores pero con coeficientes
reales, y asi tanto las partes reales de los coeficientes como las imaginarias son
nulas). Por consiguiente un conjunto de puntos de P™"(R) es proyectivamente
independiente visto en P"(R) si y sélo si lo es visto en P (C).

Enunciando esto mismo en general, tenemos que si X es un espacio proyec-
tivo real un conjunto de puntos reales es proyectivamente independiente en X
siy s6lo si lo es en X. De aqui que cada variedad L en X estd contenida en
una tnica variedad L en X de la misma dimensién (la generada en X por un
generador independiente de L en X). Llamaremos variedades complejas a las
variedades de X, de entre ellas, llamaremos variedades reales a las que extien-
den a las variedades de X, mientras que a las variedades complejas que no sean
reales las llamaremos variedades imaginarias.

Podemos identificar las variedades de X con las variedades reales de X, pues
se cumplen todas las propiedades de compatibilidad que cabe esperar, como
Ll N Lg = Ifl N EQ, etc.

Toda homografia entre dos espacios reales se extiende de forma tnica a sus
complexificaciones. Basta tomar un sistema de referencia real y considerar la
homografia compleja que sobre dicho sistema actiia como la dada. Llamaremos
homografias reales a las extensiones de homografias entre espacios reales. Se
caracterizan por que hacen corresponder puntos reales con puntos reales (o
también por que sus matrices respecto a sistemas de referencia reales son reales).

Salvo que aparezca explicitamente el adjetivo “complejo” o “imaginario”,
cuando hablemos de puntos, rectas, homografias, etc. se sobrentendera que
son reales. Son los inicos que nos interesa estudiar. Los puntos imaginarios
seran, como ya hemos dicho, auxiliares cuyo interés reside en que sabemos que
forman un espacio proyectivo. Rara vez nos interesaran las rectas y homografias
imaginarias.

Con las coénicas no sucede exactamente lo mismo. Toda cénica en un plano
real se extiende a una cénica en su complexificacién (la que pasa por cinco
puntos de la dada). A estas extensiones las llamaremos cdnicas reales. La
diferencia es que hay ciertas cénicas imaginarias que podemos estudiar junto
a las reales, y ademas conviene hacerlo. Se trata de las cénicas cuya ecuacion
en un sistema de referencia real tiene coeficientes reales. Hemos probado que
cualquiera de estas conicas, en un sistema de referencia adecuado, tiene asociada
la ecuacién z2+y?+22 = 0. Son las cénicas que llamdbamos “imaginarias” y que
entonces deciamos que correspondian al conjunto vacio. Ahora podemos decir
que corresponden a ciertas cénicas de la complexificacién del plano compuestas
integramente de puntos imaginarios.

En lo sucesivo la palabra “cénica” (en un plano real) hard referencia a una
cénica (compleja no degenerada) cuya ecuacién en un sistema de referencia real
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tenga coeficientes reales. Existen, pues, dos clases de cénicas en un espacio real,
las reales y las imaginarias, en el sentido de que dos cénicas son del mismo tipo
si y sélo si existe una homografia (real) que transforma una en otra.

Si € es una cdnica en un plano real X y A es su matriz en un sistema de
referencia, entonces A es la matriz de su extensién € respecto al mismo sistema
de referencia. La recta polar en X de un punto ) cuyas coordenadas homogéneas
sean X es la recta de ecuacién XgAX? = 0, y ésta es también la ecuacién de la
recta polar de @ en X, luego p(Q) en X es la extensién de p(Q) en X. En este
sentido podemos decir que la polaridad asociada a la extensién de € extiende a
la polaridad de €. M4ds atn, es claro que un punto es real si y sélo si lo es su recta
polar (si la polar es real admite una ecuacién con coeficientes reales, digamos
C, y entonces CA~! son unas coordenadas homogéneas reales del polo).

Si aplicamos esto en particular a los puntos de la cénica, vemos que la
tangente a C por un punto real (vista en X) es la extensién de su tangente en
X, en otras palabras, que una tangente a una conica real por un punto real no
contiene un segundo punto imaginario en comtun con la cénica, o también: si
una recta real corta a una cénica en dos puntos, éstos son ambos reales o ambos
imaginarios.

Si seleccionamos una recta infinita r en un plano real, ésta tiene uno o dos
puntos en comin (reales o imaginarios) con cualquier cénica €, Si € tiene sélo
un punto en comun con r, es decir, si r es tangente a C, entonces el punto de
tangencia (el polo de una recta real) es un punto real, luego € es una cénica
real (ya que las cdénicas imaginarias no contienen ningiin punto real) y por
consiguiente es (la extensién de) una hipérbola.

Si r corta a € en dos puntos reales concluimos del mismo modo que € es (la
extension de) una hipérbola.

Por 1ltimo, si r corta a € en dos puntos imaginarios tenemos dos posibilida-
des, o bien la cénica es real, y entonces se trata de una elipse, o bien la cénica
es imaginaria.

En resumen, podemos redefinir los conceptos de parabola, hipérbola y elipse
del modo siguiente:

Definicion 9.64 En un espacio afin real, una pardbola es una cénica con un
Unico punto en comin (necesariamente real) con la recta infinita, una hipérbola
es una cénica que corta a la recta infinita en dos puntos reales y una elipse es
una conica que corta a la recta infinita en dos puntos imaginarios.

De este modo, las pardbolas e hipérbolas son siempre reales y son las exten-
siones de las parabolas e hipérbolas en el plano real, mientras que una elipse
puede ser real (y entonces es la extensién de una elipse del plano real) o bien
imaginaria.

Tenemos, pues, cuatro tipos de cénicas afines: hipérbolas, parabolas, elipses
reales y elipses imaginarias. Es claro que dos cénicas son del mismo tipo si y
s6lo si hay una afinidad (real) que transforma una en otra.
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Hasta aqui hemos distinguido por claridad entre los conceptos de un plano
real y sus extensiones a su complexificaciéon. En lo sucesivo ya no volveremos a
hacer tal distinciéon. Hemos de pensar que las rectas y cénicas contienen puntos
imaginarios que no corresponden con ninguna representacion intuitiva, pero que
pueden usarse coherentemente en expresiones como, “la recta r corta a la elipse
C en dos puntos imaginarios”.

Cuando se trabaja conjuntamente con puntos reales e imaginarios, a menudo
surge el problema de probar que un determinado punto es real. Ahora probare-
mos un resultado 1til a este respecto. Este gira en torno al concepto de puntos
imaginarios conjugados.

Definicién 9.65 Diremos que dos puntos son imaginarios conjugados si son
imaginarios, estan situados sobre una recta real y la involucién en ella que los
fija es real.

Podriamos definir igualmente “imaginarios conjugados sobre una coénica’,
sin mas que cambiar “recta” por “conica”. Entonces se cumple que dos puntos
imaginarios conjugados sobre una cénica son también imaginarios conjugados
sobre una recta. En efecto, si P y @) son puntos imaginarios sobre una cénica
real y la involucién que los fija es real, entonces su eje también es una recta real
que corta a la c¢énica en Py @, luego la involucién que la cénica induce en dicho
eje por conjugacién es real y tiene a P y () por puntos fijos.

Asi mismo podemos definir el concepto de rectas imaginarias conjugadas
respecto a un haz de rectas sobre un punto real. Su relacién con los puntos
conjugados imaginarios es la siguiente:

Ejercicio: Probar que las rectas que unen un punto real con dos puntos imaginarios
conjugados son imaginarias conjugadas.

El resultado que, como anticipdbamos, ayuda a veces a probar que determi-
nados puntos son reales es el siguiente:

Teorema 9.66 Si Ay, Ay y By, By son dos pares de puntos imaginarios con-
jugados sobre rectas distintas, entonces las rectas A1 B1 y As By se cortan en un
punto real.

DEMOSTRACION: Por definicién de puntos imaginarios conjugados, las rec-
tas A1 As y ByBs son reales, luego se cortan en un punto real C. Sea A el
conjugado de C respecto a la involucién que fija a A; y As y sea B el conjugado
de C respecto a la involucién que fija a By y By Los puntos A y B son ambos
reales. Por el teorema 9.62 podemos tomar dos puntos reales P y ) separados
harmdénicamente por A y C'y conjugados respecto a la involucién (eliptica) que
fija a Ay, As e igualmente dos puntos reales Ry S separados harmdénicamente
por B y C y conjugados respecto a la involucién que fija a B; y By. Como los
conjuntos harmonicos son proyectivos tenemos

ACPQ = BCRS y ACPQ = BCOSR.
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Cada una de estas proyecciones perspectivas transforma dos pares de con-
jugados respecto a la involucién eliptica que fija a A; y Ao en dos pares de
conjugados respecto a la involucién eliptica que fija a By y By, de donde se
sigue facilmente que han de transformar todo par de conjugados por la primera
en un par de conjugados por la segunda. En particular las imagenes de A; y As
han de ser B; y B3 en un cierto orden. Este orden ha de ser distinto para cada
una, pues de lo contrario coincidirian sobre cuatro puntos y serian la misma.
Por consiguiente una de las dos transforma A; en By y Ay en By. Si P es el
centro de dicha proyeccién, entonces P = A1 B; N A3 Bs y, como la proyeccion
es real, su centro P también lo es. L]



Capitulo X

La geometria parabdlica

Dedicamos este capitulo a estudiar la geometria euclidea desde el punto de
vista de la geometria proyectiva. En realidad trabajaremos en un contexto mas
general, la geometria parabdlica, cuyo interés principal para nosotros sera que
permite extender una parte de la geometria euclidea a la complexificaciéon de un
espacio real. Emplearemos técnicas sintéticas, y por simplicidad lo haremos en
dimension 2. Después esbozaremos la forma de generalizar algebraicamente los
resultados a dimensiones superiores.

Para motivar la descripcién proyectiva de la geometria euclidea vamos a
recorrer primero el camino inverso. Partamos de un plano euclideo E y veamos
qué aporta la estructura euclidea a su complecién proyectiva P(E).

Para cada punto @ de la recta infinita » podemos considerar las rectas finitas
que pasan por (), que forman un haz de rectas paralelas en E. Una recta es
perpendicular a una de ellas si y sélo si lo es a las demds, y las rectas que
cumplen esto forman un haz de rectas paralelas, que cortan a r en un mismo
punto, al que podemos llamar I(Q). Si escribimos la aplicacién I en un sistema
de referencia veremos facilmente que se trata de una involucién.

De este modo, todo plano euclideo induce en su recta infinita una involucién
I con la propiedad de que dos rectas son perpendiculares si y sélo si sus puntos
infinitos son conjugados.

Ejercicio: Probar que la involucién inducida en la recta infinita es la inducida por
conjugacién a partir de cualquier circunferencia.

10.1 Espacios parabdlicos

Definicién 10.1 Un plano parabolico es un plano proyectivo X en el que hemos
especificado una recta infinita r y en ella una involucién I a la que llamaremos
inwvolucion ortogonal. El grupo parabdlico de X serd el grupo de las afinidades
f de X que conservan la involucién, es decir, tales que f(I(Q)) = I(f(Q))
Lo representaremos por Sem(X) y a sus elementos los llamaremos semejanzas

299
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de X. Diremos que dos rectas (finitas) s y ¢ son ortogonales o perpendiculares
si sus puntos infinitos son conjugados por I.

Un plano parabdlico X es en particular un plano afin. Cuando hablemos de
puntos y rectas de X se sobrentenderd que son finitos salvo que se indique lo
contrario. Una semejanza es una afinidad que conserva la perpendicularidad de
rectas. El teorema siguiente es inmediato a partir de la definicién anterior:

Teorema 10.2 En un plano parabdlico X, por cada punto pasa una unica per-
pendicular a una recta dada, dos rectas son paralelas tienen las mismas perpen-
diculares, dos rectas con una perpendicular comun son paralelas.

Un plano parabdlico no es exactamente un plano euclideo pues, por ejemplo,
si la involucién I es hiperbdlica entonces existen rectas perpendiculares a si
mismas. Mds detalladamente, llamaremos puntos circulares de X a los puntos
fijos de I, si es que existen, y los representaremos por Cy y Cs. Las rectas
finitas que pasan por los puntos circulares son perpendiculares a si mismas, y
las llamaremos rectas isétropas.

Segun el teorema 8.62, sélo existen dos geometrias parabdlicas en un plano
proyectivo real, segin si la involucién ortogonal es eliptica o hiperbdlica (es
decir, segin si existen o no puntos circulares). El caso eliptico corresponde,
como ya hemos dicho, con la geometria euclidea usual, mientras que el caso
hiperbdlico tiene interés porque es el inico posible en un plano complejo.

Aunque ya hemos dicho que vamos a trabajar sintéticamente con un plano
parabdlico arbitrario, no estd de més que veamos qué es la perpendicularidad
desde un punto de vista algebraico. Diremos que dos vectores @ u ¥ son orto-
gonales si determinan rectas perpendiculares. Lo representaremos por @ L ¥,
como es habitual. Convenimos que el vector nulo es ortogonal a cualquier otro.

Teorema 10.3 5S¢ X es un plano parabdlico, existe una forma bilineal reqular
simétrica F' sobre su espacio vectorial asociado de modo que dos vectores U y v
son ortogonales si y sélo si F(@,7) = 0.

DEMOSTRACION: Tomemos un sistema de referencia afin arbitrario de origen
O. Consideramos las coordenadas cartesianas en este sistema asi como las coor-
denadas homogéneas asociadas, respecto a las cuales la recta infinita es z = 0.
Los puntos (1,0,0), (0,1,0) y (1,1,0) determinan un sistema de referencia en la
recta infinita respecto al cual el punto (x,y,0) tiene coordenadas homogéneas
(x,y). Segin el teorema 8.53, la involucién ortogonal es una polaridad simétrica.
Sea A su matriz. Sea F' la forma bilineal que en el sistema de referencia dado
tiene matriz A.

Dado un vector no nulo @ de coordenadas (a,b), la recta que pasa por O y
O + @ es —bx + ay = 0, y su punto infinito es (a, b,0). Su conjugado ortogonal
es el punto (¢, d,0) determinado por

(a, b)A(CCl) =0.
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Si llamamos ¥ al vector de coordenadas (c, d), entonces las rectas de direccién
¥ son las que pasan por (c,d,0), luego tenemos que @ L ¥, y por otro lado la
ecuacién anterior implica F(, 0) = 0.

Es claro entonces que todos los vectores ¢ ortogonales a @ cumplen la relacion
F(i,7) = 0. El reciproco se prueba invirtiendo el argumento. n

Notemos que la involucién ortogonal determina la forma bilineal F' salvo un
factor escalar no nulo. Reciprocamente, toda forma bilineal simétrica regular
determina una involucién en la recta infinita, por lo que un plano parabdlico
puede definirse como un plano afin E tal que en E se ha especificado una forma
bilineal simétrica regular.

Si partimos de un espacio euclideo F, es facil probar que cualquier circun-
ferencia induce en la recta infinita la involucién ortogonal. Esto es tanto como
decir que si dos tangentes a una circunferencia son paralelas, entonces la recta
que une los puntos de tangencia es perpendicular a ambas. En el camino in-
verso que estamos recorriendo vamos a usar este hecho para dar una definicién
provisional de circunferencia.

Teorema 10.4 Sean O y P dos puntos de un plano parabdlico tales que la recta
que determinan no sea isétropa. Entonces existe una unica conica € de centro
O que pasa por P y que induce en la recta infinita la involucion ortogonal.

DEMOSTRACION: Sea P, el punto infinito de la recta OP y sea P’ el conju-
gado harmonico de P respecto a O y Ps. Es claro que P’ ha de pertenecer a la
cénica que queremos construir (por las propiedades del centro de una cénica).

Sea X un punto de la recta infinita e Y su X

conjugado respecto a la involucién ortogonal.
Las rectas PX y P'Y son distintas, o de lo con-
trario tendriamos X =Y = P, y la recta OP
serfa isétropa. Del mismo modo concluimos que
PX #0Y. SeaS=PXNPYyT=PXNOY.

Si PX es tangente a la cénica
que buscamos, entonces la po-
lar de X ha de ser OP, luego
Y = P.. En este caso tenemos
simplemente S = T = P. Su-
pongamos ahora que PX no es
tangente a la cénica que busca-
mos.

Entonces Y # P, y claramente P'OP Py, % STPX, luego P
y S son conjugados harménicos respecto a X y T. Por otra parte
la recta PX ha de cortar a la cénica en otro punto S’. Si &' = X
entonces S’ =X =Y =S5 =T. Si S’ # X entonces la polar de
X, que es OY, ha de contener al conjugado harmonico de X respecto de S’ y P
(teorema 9.39), que necesariamente ha de ser T, luego en cualquier caso S’ = S
y S estd en la conica.

Py
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En resumen, la cénica que buscamos estd formada necesariamente por los
puntos de la forma PX N P'Y, donde X recorre la recta infinita e Y = I(X).
Ahora bien, es claro que P[X] « P'[Y] y ya hemos visto que las rectas PX y
P'Y nunca coinciden, luego la homografia no es perspectiva, y por consiguiente
los puntos de la forma indicada forman en efecto una cénica. L]

Definiciéon 10.5 Una circunferencia en un plano parabdlico es cualquier conica
que induzca en la recta infinita la involucién ortogonal.

En estos términos hemos probado que si la recta OP no es isétropa entonces
existe una tnica circunferencia de centro O que pasa por P. Obviamente las
circunferencias son elipses si la involucién ortogonal es eliptica y son hipérbolas
si es hiperbdlica, y en este caso todas las circunferencias pasan por los puntos
circulares (de aqui su nombre).

Ahora vamos a construir las isometrias, para lo cual nos apoyaremos en que
toda isometria es producto de reflexiones, que en el caso bidimensional que nos
ocupa son simplemente las simetrias respecto a una recta.

Definiciéon 10.6 Una reflexion es una homologia de orden 2 cuyo centro C' es
un punto infinito y cuyo eje r corta a la recta infinita en el punto I1(O).

Por definicion, el centro de una homologia no esta sobre su eje, luego no
puede ser un punto circular y el eje no puede ser isétropo. Por el teorema 8.54,
cada recta no isétropa r es el eje de una tnica reflexién. En efecto, el centro es
necesariamente el conjugado ortogonal del punto infinito de 7, luego la reflexion
ha de fijar las rectas perpendiculares a r. Si s es cualquiera de estas rectas y P
es el punto de corte con r, entonces la restriccion a s de la reflexién es la tnica
involucién que fija al punto infinito y a P. Concretamente envia cada punto a
su conjugado harménico respecto a estos dos. Es facil construir explicitamente
una homologia con estas caracteristicas.

El teorema siguiente clarifica la idea que subyace en la prueba de 10.4:

Teorema 10.7 Si C es una circunferencia de centro O y f es una reflexion
respecto a una recta que pasa por O, entonces f deja invariante a C. Mds aun,
st P y S son dos puntos (finitos) de C, existe una reflexidn cuyo eje pasa por O
y que transforma P en S.

DEMOSTRACION: Sea C el centro de la reflexién. La polar de C' pasa por O
(porque O es el polo de la recta infinita) y por I(C) (porque I es la involucién
inducida por € en la recta infinita). Por lo tanto es el eje r. Si por C' pasan
tangentes a C los puntos de tangencia seran las intersecciones de 7 con C, y f los
deja invariantes. Si P es cualquier otro punto de C entonces la recta C'P corta
a C en otro punto P’ con la propiedad de que la polar r contiene al conjugado
harmdnico de C respecto a Py P’, pero esto significa también que P’ = f(P).
Asi pues, f[C] = C.
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Si Py S son puntos de C, es claro que la recta OP no es isétropa, pues si
existen puntos circulares Cy y Cs, entonces las rectas OC; son tangentes a la
circunferencia, luego no contienen a P. Si S = P es obvio que P es su propio
conjugado por la reflexién de eje OP. Si P es el punto que en la prueba de
10.4 llamabamos P’ entonces S es la imagen de P por la reflexién respecto a la
perpendicular a OP por O. Si S es cualquier otro punto entonces se encuentra
en la situacion de dicha prueba, y vemos que es el conjugado de P respecto a la
reflexion de eje OY'. m

Como consecuencia inmediata obtenemos:
Teorema 10.8 Las reflexiones son semejanzas.

DEMOSTRACION: Consideremos una reflexién f de eje r y centro C. Sea O
un punto cualquiera en r y P cualquier punto fuera de r tal que la recta OP
no sea isétropa. Sea C la circunferencia de centro O que pasa por P. Por el
teorema anterior f[C] = C.

Pensemos por un momento en una homografia f : X — Y entre dos planos
proyectivos cualesquiera, de modo que € es una conica en X que induce una
involucién I en una recta s. Entonces es claro que f[C] es una cénica en Y que
induce en f[s] la involucién f=11f.

Si aplicamos esto al caso en que X =Y, f es la reflexién que tenemos, s
es la recta infinita, C la circunferencia e I la involucién ortogonal, vemos que
fI€] = € induce en f[s] = s la involucién f~1If, pero ésta tiene que ser I, luego
I = f~'If, como habia que probar. "

Definicién 10.9 Definimos el grupo de isometrias de un plano parabdlico X
como el grupo generado por las reflexiones. Lo representaremos por Is(X).

Por el teorema anterior sabemos que Is(X) es un subgrupo de Sem(X).
Observemos que las homotecias y las traslaciones son obviamente semejanzas,
pues fijan cada punto de la recta infinita. Veamos que las traslaciones son
también isometrias:

Teorema 10.10 El producto de dos reflexiones con ejes paralelos es una tras-
lacion. Toda traslacion cuyo centro mo sea un punto circular es producto de
dos refleziones de ejes paralelos. Si el centro es circular entonces la traslacion
es producto de cuatro reflexiones. En particular todas las traslaciones son iso-
metrias.

DEMOSTRACION: Sean f y g dos reflexiones con ejes paralelos. Sea P, el
punto infinito comun de sus ejes. Ambas fijan a P, y a su centro I(Ps) # Peo,
luego ambas inducen la misma involucién en la recta infinita. Por consiguiente
f o g deja invariante cada punto de la recta infinita, asi como a todas las rectas
que pasan por I(P,,), luego se trata de una traslacién.

Sea T una traslacién y O un punto arbitrario. Sea P el punto medio entre
O y T(O) y sea P, el punto infinito de esta misma recta. Sean r y r’ las rectas
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perpendiculares a OT(O) por O y P. Si Py, no es un punto circular podemos
considerar las reflexiones f, y f,» de ejes r y r’ respectivamente. La composicién
fro fr es una traslacién que hace corresponder O con T'(O), luego f.o f =T.
Si T tiene como centro un punto circular es claro que podemos expresar T’
como suma de dos traslaciones con centros arbitrarios (no circulares), y cada
una de ellas se puede descomponer en producto de dos reflexiones. L]

Entre las isometrias se encuentran también las simetrias puntuales:

Teorema 10.11 La composicion de dos reflexiones respecto a ejes perpendicu-
lares es la simetria puntual respecto a su punto de interseccion.

DEMOSTRACION: Sean f y g dos reflexiones en las condiciones indicadas.
Sea O el punto de interseccién de sus ejes. Entonces ambas inducen la misma
involucién en la recta infinita, la que fija a los puntos infinitos de sus ejes. Por
lo tanto fg fija a cada punto de la recta infinita, y también a O, luego a todas
las rectas que pasan por O. Por consiguiente fg es la homologia de centro O y
eje la recta infinita, es decir, la simetria puntual respecto a O. n

El teorema siguiente nos permitira estudiar la accién de las isometrias sobre
las circunferencias:

Teorema 10.12 Si una isometria fija a un punto O, entonces se expresa como
producto de reflexiones cuyos ejes pasan por O.

DEMOSTRACION: Una isometria es de la forma f; --- f,,, donde cada f; es
una reflexién. Sea f! la reflexién cuyo eje es paralelo al de f; y pasa por O
(quizéd f; = f!). Entonces f;f! = T; es una traslacién (quiza la identidad) y
fi =T; fl. La isometria dada es

fooofo=T0 fi To fy

El grupo de traslaciones es un subgrupo normal del grupo de las afinidades,
luego si T es una traslacién y f una afinidad se cumple que f 1T f = T” es una
traslacion, y T'f = fT’. Usando esto repetidas veces llegamos a que

foofa= o T

para una cierta traslacién T, que cumple T(O) = O, luego T' = 1 y el teorema
esta probado. L]

El teorema 10.7 implica ahora:

Teorema 10.13 Si una isometria fija a un punto O, entonces fija todas las
circunferencias de centro O.

Ahora podemos probar las propiedades de rigidez de las semejanzas e iso-
metrias:

Teorema 10.14 Si una semejanza fija a dos puntos O y P tales que la recta
OP no es isdtropa, entonces es una reflexion o bien la identidad.
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DEMOSTRACION: Sea f la semejanza. Como f fija también al punto infinito
de la recta OP, de hecho fija a cada punto de esta recta. El conjugado de dicho
punto infinito también es fijado, luego f fija a todas las rectas perpendiculares
a OP.

Consideremos la circunferencia € de centro O y que pasa por P. Entonces
f1C] es una circunferencia (porque f conserva la involucién ortogonal), también
de centro O y que pasa por P, luego por la unicidad f[C] = €. La homografia
que f induce en C es la identidad o bien intercambia cada par de puntos donde
una perpendicular a OP corta a la conica, luego es una involucién y f también.
En este caso es obvio que se trata de la reflexién de eje OP. n

Para isometrias el resultado es mds fuerte:

Teorema 10.15 Si una isometria fija a un punto O y a una recta no isétropa
que pasa por O, entonces es la identidad, una reflexion o una simetria puntual.

DEMOSTRACION: Sea f la isometria y € una circunferencia de centro O que
pase por un punto P de la recta del enunciado. Dicha recta ha de cortar a €
en otro punto P’ (no puede ser tangente porque entonces P estarfa en la recta
polar de O, que es la recta infinita). Sabemos que f fija a €, luego fija a Py P’
o bien los intercambia. Si los fija entonces el teorema anterior nos da que f es
una reflexién o bien la identidad. Si los intercambia, consideremos la reflexién
g respecto a la recta perpendicular a OP que pasa por O. Entonces h = fg fija
a Oy a P, luego de nuevo por el teorema anterior se trata de la identidad o
de la reflexion de eje OP, con lo que f = gh es una reflexién o bien la simetria
puntual respecto a O. [

El teorema siguiente nos permite probar que la clasificacién de isometrias
que ya conocemos para los planos euclideos es valida igualmente en planos pa-
rabdlicos arbitrarios:

Teorema 10.16 Sean f1, fo y f3 tres reflexiones cuyos ejes concurran en un
punto O (finito o infinito). Entonces la composicion fifafs es una reflexion
cuyo eje pasa por O.

DEMOSTRACION: Si O es infinito, es decir, si los ejes son paralelos, entonces
f2f3 es una traslacién. La prueba del teorema 10.10 muestra que faf3 = f1fa,
donde f; es una reflexién respecto a un eje paralelo a los otros. Por lo tanto
Jifafs = fififa = fa . 0."1 Qs -

Supongamos ahora que O es un punto finito. Po-
demos suponer que los ejes de las tres reflexiones son Qs
distintos dos a dos, pues si dos coinciden el resultado
es trivial. Sea P un punto cualquiera tal que la recta LS
OP no sea isétropa. Sea € la circunferencia de cen- \
tro O que pasa por P. Si Q; es cualquier punto de €, Qs Q1
definimos Q2 = f1(Q1), Q3 = f2(Q2), Qs = f3(Q3), X
Qs = f1(Q1) ¥y Qo = f2(Qs). Qs ]
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Supongamos que los seis puntos asi definidos son distintos dos a dos. Enton-
ces es claro que Q1 Q2 es paralela a Q4Q5 v Q2Q3 es paralela a Q5Q¢. Por el teo-
rema de Pascal concluimos que QgQ1 es paralela a Q3Qy4, de donde f3(Qs) = Q1.
Asi pues, (f1f2f3)%(Q1) = Q1.

Si los seis puntos no son distintos hemos de estudiar qué coincidencias pueden
darse. Notemos en general que @; # Q;+2, pues el paso de Q; a Q;+1 se hace
mediante una reflexion de eje distinto a la que transforma Q;+1 en Q;y2, y si
se diera la igualdad ambos ejes deberian pasar por O y por el punto medio de
Qi v Qit1, luego serian el mismo. Un primer caso a considerar es si Q1 = Q4.
La conclusion es entonces inmediata. Notamos también que cualquiera de las
igualdades Q3 = Q5 0 Q3 = Q¢ implica Q1 = Q4. Podemos, pues, descartarlas
a todas.

Si hacemos una tabla con las igualdades que pueden darse, veremos que las
unicas son las de la forma @Q; = Q;41 (incluyendo Q¢ = Q7). Por ejemplo, la
igualdad @7 = Q5 implica Q2 = @4, que es imposible. Ademads, si dos puntos
consecutivos coinciden el siguiente ha de ser distinto. Por lo tanto todas las
identificaciones permiten aplicar una de las variantes del teorema de Pascal.
Hay que tener en cuenta que una tangente a € por un punto P es perpendicular
a OP (pues la polar del punto infinito de la tangente es OP, y pasa por su
conjugado ortogonal).

Asf pues, tenemos que (f1f2/3)%(Q1) = Q1 para todo punto (finito) @ de
€, luego (f1f2f3)? = 1. Tenemos que f1fof3 es una isometria que fija a O y a
la recta Q1Q4 (entendida como la tangente a C si )3 = @4). También fija al
punto infinito de esta recta y a la recta perpendicular que pasa por O. A su vez
esto implica que f1 fof3 es la identidad, una reflexién (cuyo eje pasa por O) o la
simetria puntual de centro O. Para probar que se trata de una reflexién basta
ver que su restriccion a la recta infinita no es la identidad.

Sean g1, g2 y g3 las restricciones a la recta infinita de fi, fo y f3. Se trata
de tres involuciones hiperbdlicas. Si g1 = g2 la conclusién es obvia. En caso
contrario, si g1g293 = 1 tendriamos g; = gags. Sea P uno de los puntos fijos
de g;. Entonces @ = g2(P) # P, pues en caso contrario g; y go tendrian los
mismos puntos fijos (el otro es necesariamente el conjugado ortogonal de P) y
serfan iguales. Por lo tanto g3(Q) = P. Asi pues, g2 y g3 tienen el par (P, Q) en
comun, pero partiendo del segundo punto fijo de g; obtenemos otro par comun
de conjugados, luego go = g3 y llegamos a una contradiccién. L]

Definicion 10.17 Un giro en un plano parabdlico es un producto de dos re-
flexiones cuyos ejes concurran en un punto O, llamado centro del giro. Un
movimiento es un producto de un nimero par de reflexiones, una simetria es un
producto de un nimero impar de reflexiones.

Teorema 10.18 Sea f una isometria en un plano parabdlico y O uno de sus
puntos.

1. Se cumple que f = gT, donde T es una traslacion y g una isometria que
fija a O.
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2. Si f fija a O entonces f es un giro de centro O o bien una reflexion cuyo
eje pasa por O.

8. Los giros de centro O forman un grupo abeliano.
4. f no puede ser a la vez un movimiento y una simetria.

5. Todo movimiento es un giro o una traslacion.

DEMOSTRACION: 1) Es evidente: si f(O) = O’ basta tomar como T la
traslacién que cumple T'(0) = O'.

2) se sigue del teorema anterior y 10.12.

3) El teorema anterior implica claramente que los giros de centro O forman
un grupo. Para probar que es abeliano hemos de ver que si f1, fo, f3, f1 son
reflexiones cuyos ejes pasan por O, entonces f1 fofsfs = fsfafifo-

Por el teorema anterior tenemos que fsf3fs4 tiene orden 2, luego fofs3fs =
fafsfz2. Por lo tanto fifafsfs = fifafsfe, y del mismo modo fifafs = fsfaf1,
luego fifafsfs = fafafifa-

4) Si f se pudiera expresar como producto de un nimero par y de un niimero
impar de reflexiones, componiendo con una traslacién (dos o cuatro reflexio-
nes) podemos suponer que f fija a un punto O, luego por el argumento de 2)
tendriamos que f seria a la vez un giro y una reflexién, pero esto es imposible,
porque una reflexion fija a una recta y un giro sélo fija a un punto.

5) Basta probar que todo movimiento f (excepto las traslaciones cuyo centro
es un punto circular) se expresa como producto de dos reflexiones. Tenemos que
f se descompone como f = gT', donde T es una traslaciéon y g es un movimiento
que fija a un punto O, luego es un giro de centro O.

Si el centro de T" no es un punto circular descomponemos T = hihy en
producto de dos reflexiones, donde podemos exigir que el eje de hy pase por O.
Sea g = g192, donde las dos reflexiones pasan por O. Entonces hy = g1g2h1 es
una reflexién y g7 = g1g2h1ho = hsh1h1he = hzhs.

Si el centro de T es un punto circular entonces T' = 1175, donde los factores
son traslaciones con centros no circulares. Si g # 1 entonces g7 es un giro y
g1 T5 también. Si g =1 tenemos el caso que hemos exceptuado. L]

Para terminar con las generalidades sobre la geometria parabdlica introdu-
cimos las nociones de congruencia y semejanza:

Definicién 10.19 Dos figuras en un plano parabdlico son semejantes (resp.
congruentes) si existe una semejanza (resp. isometria) que transforma una en
otra.

A menudo resulta til esta caracterizacion de las isometrias:

Teorema 10.20 Una semejanza que transforma una circunferencia en otra
congruente es una isometria.
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DEMOSTRACION: Sea f una semejanza en las condiciones del teorema. Sea
g una isometria entre la circunferencia indicada y su imagen por f. Entonces
fg~! es una semejanza que deja fija a una circunferencia. Basta probar que
fg~! es una isometria o, equivalentemente, podemos suponer que f fija a la
circunferencia. Sea P un punto de la circunferencia. Existe una reflexion h
cuyo eje pasa por el centro O de la circunferencia y que transforma f(P) en P.
Por lo tanto fh fija a P (y a O). Por el teorema 10.14 concluimos que fh es
una reflexion, luego f es una isometria. n

Como no estamos suponiendo una ordenacién en el cuerpo no podemos ha-
blar de congruencia de segmentos, pero si de congruencia de vectores:

Diremos que dos vectores 1@ y 55 son congruentes si lo son los pares de
— —
puntos (A4, B) y (C, D). Lo representaremos por AB = CD.

La definicién no depende de la eleccién de los puntos A y B, ya que si
-5 VY] .z ey .
tenemos AB = A’B’, entonces la traslacién de vector AA’ es una congruencia
entre (4, B) y (A’, B'), luego no importa qué par tomamos para compararlo con
el de otro vector.

Diremos que un vector ¥ es isdtropo si lo son las rectas de direcciéon v. Si
existen puntos circulares entonces hay dos subespacios de vectores isétropos.

Teorema 10.21 Si ¥ es un vector no isétropo, entonces los unicos vectores
de (U) congruentes con ¥ son U y —U. Dos vectores isétropos no nulos son
congruentes.

DEMOSTRACION: Sea O un punto cualquiera y P = O + 3. Si ¥ no es
isétropo podemos construir la circunferencia € de centro O que pasa por P. La
recta OP no puede ser tangente a G, luego corta a la cénica en otro punto P’,
de modo que la polar de O, es decir, la recta infinita, contiene al conjugado
harménico de O respecto a Py P’, es decir, O es el punto medio entre P y P’
o, equivalentemente, P’ = P — ¥. Una isometria que transforme el par (O, P)
en otro par (0, Q) ha de fijar a O, luego también a €, luego @ ha de estar sobre
G, si ademas O—C)Q ha de estar en (¥), es decir, si la recta OQ ha de ser OP,
necesariamente () ha de ser P o P’, con lo que tenemos lo pedido.

Para probar la segunda parte es suficiente suponer que AB y AC son las dos
rectas isétropas y probar que AB = A—d

Consideremos la reflexiéon f cuyo centro es el punto infinito de la recta BC'
y cuyo eje pasa por A. Toda reflexién conjuga los puntos circulares, luego
f[AB] = AC' y, como la recta BC' ha de quedar fija, necesariamente f(B) = C.

Teorema 10.22 La circunferencia de centro O que pasa por un punto P estd
—

formada por todos los puntos Q tales que O—])—j = 0Q (mds los puntos circulares,
st los hay).
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DEMOSTRACION: Si O_P> = O_Cj entonces existe una isometria que fija a O y
que transforma P en Q. Esta fijard la circunferencia, luego ) estara también
en ella. Por otro lado, si @) es un punto de la circunferencia segtn 10.7 tenemos
que existe una reflexiéon cuyo eje pasa por O y que transforma P en @, luego
0P = 0G. .

Ejercicio: Probar que por tres puntos no colineales entre si ni con ningin punto
circular pasa una tnica circunferencia.

Ejercicio: Probar que si P y @ son dos puntos de una circunferencia de centro O
entonces existe un dnico giro de centro O que transforma P en Q.

10.2 El plano euclideo

Definimos un plano euclideo como un plano parabdlico real cuya involucién
ortogonal es eliptica. En esta seccién estudiaremos los planos euclideos asi
definidos y probaremos, entre otras cosas, que son los mismos que ya tenemos
definidos axiomdtica y algebraicamente. Las primeras observaciones adicionales
que podemos hacer frente a la teoria general sobre planos parabdlicos son las
siguientes: no hay puntos circulares, luego las circunferencias son elipses, luego
el centro de una circunferencia es un punto interior, luego toda recta que pasa
por el centro de una circunferencia corta a ésta en dos puntos.

Acabamos de hacer uso de la ordenacién del cuerpo, con la que tampoco
contabamos en la teorfa general. Otra consecuencia es que podemos hablar
del segmento AB determinado por dos puntos distintos A y B. Es claro que
una afinidad transforma un segmento en otro si y sélo si hace corresponder sus
extremos: Segun la definiciéon de congruencia de vectores es claro entonces que

—_— = . = —
AB=CD siysélosi AB=CD.
El teorema siguiente introduce la proporcionalidad entre segmentos.

Teorema 10.23 Si 4 y U son dos vectores no nulos existe un unico nimero real
a >0 tal que U = tau.

DEMOSTRACION: Podemos representar los vectores como 4 = O—1>4 yU = OB.
Sea € la circunferencia de centro O que pasa por A. Sea A’ uno de los puntos
donde OB corta a C. Existe una reflexion cuyo eje pasa por O y que transforma
A’ en A, luego transforma B en un punto B’ colineal con O y A. Asi pues,

IR — — . .
v=0B=0B"=a0OA = a. El teorema 10.21 prueba que podemos cambiar
« por —« para garantizar que es positivo, a la vez que nos da la unicidad. =

Dados dos segmentos AB y C'D definimos la razén entre ambos como el
— —
tnico nimero real « > 0 tal que AB = £a CD. La representaremos por
AB
CD
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Si los segmentos son colineales podemos conservar el signo de la razén, pero
este signo se pierde irremediablemente cuando comparamos segmentos no coli-
neales, pues podemos obtener uno u otro segun la isometria que usemos para
compararlos. De la propia definicién se desprende que las isometrias conservan
las razones entre segmentos.

Si fijamos un segmento unidad podemos asignar una longitud a cada seg-
mento AB como su razén respecto a la unidad establecida. La representaremos
indistintamente por AB o por d(A, B), pues también es la distancia entre A y
B. De nuevo es obvio que las isometrias conservan las distancias entre puntos.
Més atin, se cumple d(A, B) = d(C, D) si y sélo si AB = CD.

— —
En efecto, si PQ es el segmento unidad y @ = P(), entonces d(A, B) es
—

el inico a > 0 tal que AB = ta, luego si d(C, D) es también «, entonces
—_— —
AB=CD.

El teorema 10.22 puede expresarse ahora como que una circunferencia de

centro O estd formada por todos los puntos cuya distancia a O es un valor cons-

tante, al que llamamos radio de la circunferencia. El radio de una circunferencia

es, pues, la distancia de su centro a uno cualquiera de sus puntos. Cada punto
O y cada r > 0 determinan una tnica circunferencia de centro O y radio r.

Es obvio que las isometrias transforman cada circunferencia en otra de igual
radio. Esto nos lleva a la caracterizaciéon natural de las isometrias:

Teorema 10.24 Una biyeccion afin en un plano euclideo es una isometria si y
solo si conserva las distancias entre puntos.

DEMOSTRACION: Si una biyeccién afin conserva las distancias entonces
transforma circunferencias en circunferencias (lo que implica que es una seme-
janza), pero como también conserva el radio, ha de ser una isometria (por 10.20,
pues dos circunferencias del mismo radio son congruentes por una traslacién que
haga corresponder sus centros). "

Para relacionar todo esto con los planos euclideos en el sentido algebraico
hemos de expresar vectorialmente los conceptos que estamos manejando:

Definimos la norma de un vector 7 = AB como |7]] = d(A, B). Puesto que
las isometrias (en particular las traslaciones) conservan las distancias es claro
que esta definicién no depende de los puntos escogidos como origen y extremo
de 9. Sileemos en sentido inverso esta definicién, tenemos que d(A, B) = ||A—B>||

Es claro que ¥ = @ si y sblo si [|9]] = ||wW]|, por lo que en realidad no
necesitaremos hablar més de equivalencia de vectores.

Diremos que dos vectores forman una base ortonormal si son ortogonales y
tienen norma 1. Un sistema de referencia afin (O; @, ¥) es ortonormal si su base
es ortonormal.

Teorema 10.25 Sean 4 y U dos vectores cuyas coordenadas en una base or-
tonormal sean (a,b) y (a’,b') respectivamente. Entonces @ L U si y sdlo si

aa’ +bb' =0, y ||d|| = Va2 + V2.



10.2. El plano euclideo 311

Este teorema afirma que la perpendicularidad y la norma en un plano eucli-
deo en el sentido que aqui le hemos dado al término coinciden con los inducidos
por el producto escalar dado por @ = ada’ + b/, donde (a,b) y (a’,b') son
las coordenadas de @ y ¥ en una base ortonormal prefijada. Probaremos este
teorema juntamente con el que enunciamos a continuacién, que implica en par-
ticular que todo espacio euclideo en el sentido algebraico puede obtenerse de
esta forma a partir de una involucién apropiada en la recta infinita:

Teorema 10.26 Dada una base en un plano afin real X, existe una unica in-
volucion eliptica sobre la recta infinita de X de modo que la base es ortonormal
respecto a la estructura parabdlica inducida por ella.

DEMOSTRACION: Sea #, ¥ una base arbitraria. Podemos representarla en la
forma o = O_1>4, U= O_B) . Consideramos las coordenadas cartesianas respecto a
esta base, asi como las coordenadas homogéneas asociadas, respecto a las cuales
la recta infinita es z = 0.

Para que @ L ¥ es necesario que los puntos infinitos de las rectas OA y
OB sean conjugados respecto de la involucién ortogonal. Sus coordenadas son
(1,0,0) y (0,1,0).

Para que ||@|| = ||¢]| es necesario que A y B estén sobre la misma circun-
ferencia de centro O. Para ello han de ser conjugados respecto a una reflexion
cuyo eje pase por O. Dicho eje ha de pasar también por el punto medio de
A(1,0) y B(0,1), luego es la recta y = z, la cual ha de ser perpendicular a AB.
Los puntos infinitos de estas rectas son (1,1,0) y (—1,1,0).

Por consiguiente la tnica involucién posible es la determinada por los pares
de conjugados (1,0,0), (0,1,0) y (1,1,0), (—1,1,0).

Los puntos (1,0,0), (0,1,0) y (1,1,0) determinan un sistema de referencia
en la recta infinita respecto al cual las coordenadas homogéneas de un punto
(z,y,0) son (z,y). Una matriz de la involucién ortogonal (vista como polaridad)
determinada por los dos pares anteriores es la identidad, pues efectivamente
conjuga a ambos pares. De aqui se sigue que es eliptica.

Segun el teorema 10.3 la ortogonalidad en X estd determinada por la forma
bilineal que en el sistema de referencia dado tiene matriz identidad. Esto signi-
fica que dos vectores de coordenadas (a,b) y (a’,b’) en la base dada son orto-
gonales si y sélo si aa’ + b’ = 0. Vamos a probar que respecto a esta base y la
involucién que hemos fijado se cumplen las férmulas del teorema 10.25, lo que
probard que la base es efectivamente ortonormal. El teorema 10.25 estard asi
demostrado, pues dada una base ortonormal cualquiera en un plano euclideo, la
involucién ortogonal sera necesariamente la que hemos construido aqui, luego
verificard las férmulas pedidas.

poniendo que la unidad de longitud es @. Si b = 0 se trata
simplemente de |a|. Supongamos que b # 0. Consideramos la
circunferencia de centro (0,0) y que pasa por (a,b). Hemos de a

calcular el punto (z,0) en que ésta corta a la recta y = 0 y tal que > 0. Los

Calculemos la norma de un vector de coordenadas (a, b) su- b ‘
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puntos (z,0) y (a,b) son conjugados por una reflexién cuyo eje pasa por (0,0).
Este también ha de pasar por el punto medio entre ambos, que es

a+x b
M=——=-].
(*+%2)
Dicho eje ha de ser perpendicular a la recta que pasa por los dos puntos, que
tiene vector director (a — x,b). Al desarrollar M L (a — x,b) obtenemos

a+zx)(a— b2
(0 +a)a—2) 1

2 2
luego a® + b = 22, o también, = Va2 + b2. Esta férmula vale igualmente si

b=0. Asi pues, ||(a,b)|| = Va2 + b2. n

A partir de aqui podemos contar con todos los resultados que conocemos
sobre espacios euclideos en el sentido algebraico, aunque el lector puede entre-
tenerse deduciendo por su cuenta en este contexto las propiedades elementales
de normas, distancias etc.

Sélo nos faltaria comprobar que las semejanzas tal y como las hemos definido
aqui coinciden con las definidas en términos algebraicos. Lo dejamos como
ejercicio.

Ejercicio: Probar que dos circunferencias cualesquiera son homotéticas. Si no son
concéntricas existen dos homotecias que transforman una en la otra, salvo si tienen
el mismo radio, en cuyo caso una de las homotecias tiene el centro en el infinito y es,

por lo tanto, una traslacién. Deducir que toda semejanza es la composicién de una
isometria con una homotecia.

A continuacién senalaremos algunos hechos de interés sobre varios aspectos
de la geometria euclidea.

La polaridad de una circunferencia Consideremos ahora una circunferen-
cia € de centro O y radio r. Vamos a estudiar su polaridad. Consideremos un
punto @ # O (pues ya sabemos que la polar de O es la recta infinita). Sea
r = p(Q) y P el punto infinito de r. Entonces la polar de P, pasa por O
(el polo de la recta infinita) y por @ (el polo de 7). Asi pues, se trata de OQ.
El punto infinito de OQ es el conjugado de P,, por la involucién inducida por
C en la recta infinita, es decir, la involucién ortogonal. En otras palabras, r
es perpendicular a OQ. Para determinar r basta conocer el punto donde ésta
corta a OQ. Este es el conjugado de @ respecto a la involucién que € induce
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en O0Q. Esta estd determinada por el hecho de que fija a los dos puntos en que
0Q corta a €. Tomemos un sistema de referencia afin (O, %) de modo que ¥
tenga norma 1 y la direcciéon de O@Q. Entonces los puntos de € en OQ tienen
coordenadas +r. La unica involucién que los fija es la que tiene ecuacién

Yy=—
T

pues, efectivamente, ésta cumple las condiciones y es tinica. Vemos, por tanto,

—_— s —
que si p(Q) N OQ = R, entonces ||OQ|| ||OR| = r?. Ademds Q y R estan en la
misma semirrecta respecto de O, y esto caracteriza completamente a la polar.

Definicién 10.27 Diremos que dos puntos ( y R son mutuamente inversos
respecto a la circunferencia de centro O y radio r si ambos se encuentran sobre

—_—  —
la misma semirrecta de origen O y ademds ||OQ|| ||OR|| = r?. Convenimos en
que O es el inverso de todos los puntos infinitos.

En estos términos, la polar de un punto () respecto a una circunferencia de
centro O es la perpendicular a OP que pasa por el inverso de P.

Una férmula para la razén doble Vamos a probar una conocida férmula
para la razén doble de cuatro puntos A, B, C', D sobre una recta r. Si P es
cualquier punto exterior a r entonces

sen@ . SenB/P\C
senA/PB ' senB/Pﬁ.

‘:R'(A’ B’ C7 D) =

Es importante aclarar que los senos deben tomarse con el signo apropiado.
Dados tres puntos no colineales X, Y, Z y fijado un sistema de referencia
ortonormal de origen X existe un tinico dngulo 6 € |—m, x| tal que el giro de

angulo # transforma la semirrecta XY en XZ. Definimos sen Y XZ = sen .
El signo de 0 depende del sistema de referencia, pero el miembro derecho de
la férmula es independiente de éste pues, si lo cambiamos, todos los signos se
conservan o todos cambian, y en ambos casos la expresion queda inalterada.

Si en particular tomamos el sistema de referencia con el se-
gundo eje paralelo a una recta r que no contenga a X, es facil
ver que podemos escoger una ordenacién en r dﬂm\odo que para 7
todo par de puntos Y, Z en r el signo de senY X Z es positivo _X|
o negativo segin si Y < Z o Z < Y. Teniendo esto en cuenta

asi como la expresién Y
AC  BC
:R(A,B,C,D) == =,
AD BD

es claro que los signos de los dos miembros de la férmula que queremos probar
son iguales, y basta probar que los valores absolutos también lo son.
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Recordemos que (ABC) es el drea del tridngulo ABC. Cla-
ramente tenemos

AC BC _ (APC)(BPD)

AD 'BD (APD)(BPC)

AP CPsen APC BP DPsen BPD
APDPsen APD BP CPsen BPC
SeIlA/PFCV . SenB/P\C

sen@ . Sen@

[R(4, B, C, D)

T /Q wm\

Bisectrices Ahora caracterizaremos la bisectriz de un dngulo en términos pro-
yectivos. Ante todo conviene definir la razén doble de cuatro rectas concurrentes
como la de los puntos donde éstas cortan a una recta cualquiera. La eleccion
de la recta es irrelevante, pues dos cuadruplas correspondientes a dos elecciones
distintas estan en perspectiva. Es claro que la razén doble es un invariante
respecto a homografias entre haces. A su vez diremos que dos pares de rectas
en un haz estan separadas harmoénicamente si su razon doble es —1.

Dadas dos rectas cualesquiera r; y ro concurrentes en

1 "
un punto P, por el teorema 9.62, que se traduce inmediata-
mente a haces de rectas, existen dos unicas rectas perpendi-
culares s; y s3 que pasan por P harmdnicamente conjugadas ™

respecto a 71 y ro. La reflexién de eje s; induce una invo-

luciéon en el haz que fija a s; y ss, luego ha de hacer corresponder r; con ro, y
lo mismo vale para la reflexiéon de eje so. Esto implica facilmente que cada una
de las rectas s y so es la bisectriz de dos de los dngulos opuestos por el vértice
que determinan r1 y 9.

Complexificacién La involuciéon ortogonal de un espacio euclideo se extiende
a una Unica involucién en la recta infinita de su complexificacién, que tendra dos
puntos circulares imaginarios conjugados. Es claro que las circunferencias, se-
mejanzas e isometrias reales siguen siéndolo respecto de la geometria parabdlica
de la complexificacién, por lo que identificaremos cada uno de estos conceptos
con su extensién correspondiente.

Las coordenadas de los puntos circulares en una base ortonormal han de ser
de la forma (z,y,0) de modo que 22 +y? = 0, luego son concretamente (1, 44, 0).
De aqui se sigue que una cénica contiene a uno de ellos si y sélo si los contiene
a los dos (la ecuacién de la cénica tiene coeficientes reales y se satisface con las
coordenadas de uno de los puntos, al aplicar la conjugacién compleja obtenemos
que también se satisface con el otro). Por lo tanto las circunferencias son las
conicas que pasan por al menos uno de los puntos circulares.

Ejercicio: Probar que los movimientos se diferencian de las simetrias en que los
primeros fijan a los puntos circulares y las segundas los intercambian.
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Veamos una importante férmula debida a Cayley que relaciona el dngulo
entre dos rectas con cierta razén doble imaginaria. Dadas dos rectas r; y 7o
concurrentes en un punto O, existen dos giros de centro O que transforman
una en la otra. Fijado un sistema de referencia ortonormal de centro O, cada
giro tiene asociado un dngulo médulo 27 (que en realidad es independiente del
sistema de referencia salvo por el signo). Si uno de los giros que transforman rq
en ro es el de dngulo a, el otro es el de dngulo a + 7. Definimos el dngulo entre
71 y 9 como éste valor de «, que estd determinado médulo 7, y lo represen-
taremos por 7173. Si tomamos —7/2 < 713 < 7/2 entonces el valor absoluto
es el menor angulo que forman las dos rectas, mientras que el signo indica si
para girar r; hasta superponerla a ro—recorriendo el menor de los dos dngulos
posibles—hemos de girar en sentido horario (argumentos decrecientes) o an-
tihorario (argumentos crecientes). Este signo depende del sistema de referencia
respecto al cual definimos los argumentos.

Una caracterizacion mas manejable del angulo entre dos rectas es la siguiente:
tomamos un argumento 6; de un punto de r; distinto de O. Esto significa que el
vector (cosf;,sen ;) tiene la direccién de r;. Es claro que 6; estd determinado
modulo 7. Su interpretacion es que un giro de angulo 6; transforma el primer
eje coordenado en r;, luego un giro de angulo —6; seguido de un giro de angulo
0 transformard r; en el eje coordenado y luego en ra. Asi pues, 7173 = 05 — 0;.

Considerando las coordenadas homogéneas asociadas al sistema de referen-
cia elegido, es claro que los puntos infinitos de r; son (cos6;,sen 8;,0). Por otra
parte, en la prueba del teorema 10.25 hemos visto que en el sistema de referen-
cia formado por los puntos (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0), la involucién ortogonal,
vista como polaridad, tiene por matriz la identidad, luego las coordenadas de
los puntos circulares satisfacen la ecuacién 22 + 2 = 0. Por consiguiente los
puntos circulares tienen coordenadas (1, —%,0) y (1,4,0). Sean I e I las rectas
imaginarias que pasan por O y por los puntos circulares.

Calculamos la razén doble R(rq, ra, I1, I2) usando los puntos donde las cuatro
rectas cortan a la recta infinita, que en coordenadas cartesianas son:

sen 6 sen 0o o
—_ —=, =i, i
cosf;’ cosfy’ ’

Si llamamos 6 = f5 — 6, = 7173 tenemos que

_ s _senfy _ . _ senfp

o cosfy | cos 0y
:R(Tl’ T2, Il’ IQ) - senf; sen 0o
~ Cos 01 ~ Cos 0,

_cos By cosfy +senfy sen s i (cos by sen By — sen 0 cos o)
~ cosf cos By + sen By sen Oy — i (cos 0 sen O — sen 6 cos 6s)

cos(f2 — 01) + i sen(fz — 61) ) , .
cos(fa — 01) — i sen(fy — 67) cos sen” 6 + 2i cos @ sen

= cos 20 + ¢ sen 26.
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En definitiva:

Tirs = %argﬂ%(rl,rg,lhlg),

que estd determinado médulo 7, como ya sabfamos.! Es claro que el segundo
miembro de esta férmula es independiente del sistema de referencia salvo por un
detalle: si cambiamos de orden Iy, I5 la razén doble se invierte y su argumento
cambia de signo. Para que la expresién de la derecha nos dé el dngulo entre
las dos rectas con el signo adecuado a un sistema de referencia dado hemos de
llamar I al punto circular cuyas coordenadas son (—i,1,0) y no (4,1,0). Notar
ademds que el segundo miembro no varia si sustituimos una recta 7; por una
paralela.

Ejercicio: Probar mediante la férmula de Cayley que 7173 = 7172 + Ta73.

Ejercicio: Probar que rirz2+4r2r3+rsr1 = 7wy deducir que los dngulos de un tridngulo
suman dos rectos.

Dualizacién de teoremas euclideos Terminamos con un ejemplo de una
técnica muy general que permite obtener nuevos teoremas euclideos a partir de
otros conocidos. Se trata de generalizarlos a teoremas proyectivos, considerar
los enunciados duales y particularizar los resultados de nuevo al plano euclideo.
Consideremos por ejemplo:

Las alturas de un tridngulo se cortan en un punto.

Ejercicio: Deducir este hecho del apartado 3 del teorema 8.54.

El siguiente enunciado proyectivo es equivalente al teorema cldsico que aca-
bamos de citar:

Si T es un tridngulo en un plano real, v una recta que no contiene a
ninguno de sus vértices e I una involucion eliptica en r, entonces las
rectas que unen cada vértice de T con el conjugado de la interseccion
con r del lado opuesto son concurrentes.

Para probarlo basta tomar a r como recta infinita y a I como involucién
ortogonal. Entonces las rectas descritas son las alturas del tridngulo. Ahora
consideramos el enunciado dual. Notemos que una polaridad transforma una
involucién en una recta en una involucién en el haz de rectas de su polo. Asi
pues, queda:

Si T es un tridngulo en un plano real, O un punto exterior a sus
lados e I una involucidn eliptica en el haz de rectas de O, entonces
los puntos de corte entre cada lado de T y la recta conjugada a la
que une O y el vértice opuesto son colineales.

1La expresién habitual de esta férmula es 7'/17"\2 = 7% log R(r1, 72,11, I2), donde log repre-
senta al logaritmo complejo, que nosotros no hemos definido.
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Ahora particularizamos este enunciado al caso en que I es la involucién en
O que hace corresponder cada recta con su perpendicular (la inducida en el haz
de O desde la recta infinita). El resultado es relativamente simple:

Dado un tridngulo T y un punto O no
contenido en ninguno de sus lados, los
puntos donde cada lado corta a la per-
pendicular a la recta que une O con el
vértice opuesto son colineales.

Obtenemos asi un enunciado “dual” cuya prueba directa no es evidente.
De hecho por este método de generalizaciéon proyectiva y dualizacién se han
obtenido teoremas euclideos que hubiera sido dificil descubrir de otro modo.

10.3 El plano de Lorentz

Aqui estudiaremos el plano parabdlico real cuando la involucién ortogonal es
hiperbdlica. Antes de particularizar a R es interesante hacer una observacién ge-
neral. En cada plano proyectivo existe una tinica geometria en estas condiciones
pues, dadas dos involuciones hiperbdlicas en la recta infinita, una homografia
que transforme los puntos fijos de una en los puntos fijos de la otra transformarg
de hecho una involucién en la otra, por lo que cualquier extensién al plano con-
servara todas las propiedades definibles a partir de dichas involuciones, y por lo
tanto las geometrias respectivas tendran exactamente las mismas caracteristicas.
A los planos parabdlicos cuya involucién ortogonal es hiperbdlica se les llama
en general planos artinianos.? El plano artiniano real recibe el nombre de plano
de Lorentz y se trata del primer ejemplo que nos encontramos de geometria no
euclidea.?> Uno de los motivos por los que este plano resulta de interés es porque
contiene esencialmente la geometria de la teoria de la relatividad especial (en
realidad la geometria de la relatividad especial es la del espacio de Minkowski,
que es el analogo tetradimensional del plano de Lorentz, pero las caracteristicas
mds importantes se encuentran igualmente en dos dimensiones).

Para interpretar adecuadamente la geometria del plano de Lorentz conviene cono-
cer algunos conceptos elementales sobre la cinematica relativista. El precio que hay
que pagar por trabajar en dos dimensiones en lugar de cuatro es que hemos de suponer
que el espacio fisico tiene una dimensién en lugar de tres. Definimos un suceso como
un hecho puntual tanto en el espacio como en el tiempo, es decir, un suceso es algo
que sucede en un punto dado y en un momento dado. Imaginemos un observador
dotado de un reloj y capaz de medir la distancia entre dos puntos cualesquiera. Este
puede identificar cada suceso con un par de ntimeros reales (z,t), donde x representa

2 Artin los llamé planos hiperbdlicos, pero esta nomenclatura no encaja con la tradicional
en geometria proyectiva, donde un plano hiperbdlico es otra cosa.

3En cierto sentido el plano proyectivo real es también un ejemplo de geometria no euclidea,
pues contradice el axioma de las paralelas, pero podemos considerarlo como una extensién del
espacio euclideo usual, cosa que no puede decirse del plano de Lorentz.
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la distancia entre el observador y el punto donde ocurrié el suceso y ¢ es el instante
en qué ocurrié segun su reloj. El signo de x distingue a los dos puntos del espacio
(rectilineo) situados a la misma distancia, mientras que el signo de ¢ es positivo si el
suceso ocurrié después del instante 0 y negativo en caso contrario.

De este modo, el observador puede representar la totalidad de C
los sucesos en un plano real. La figura muestra algunos ejemplos.
El punto O es el suceso (0, 0), es decir, el punto del espacio donde
se encontraba el observador en el instante en que puso a 0 su
reloj, juntamente con dicho instante. La recta vertical que pasa
por O estd formada por los sucesos de la forma (0,t), es decir,
son los sucesos de “la vida” del observador. A esta recta se la
llama linea de universo del observador, pues son los sucesos del
universo que el observador experimenta directamente. Cada recta 0O A
horizontal representa los sucesos de la forma (z,to), para un fo
fijo, es decir, son todos los sucesos acaecidos en un mismo instante to, por lo que las
rectas horizontales se llaman rectas de simultaneidad. La recta paralela que aparece en
la figura es la linea de universo de otro observador? que permanece en reposo respecto
al primero. Este observador medird los sucesos con su propio criterio, por lo que las
coordenadas de un mismo suceso seran distintas segun el observador. Si suponemos
que ambos usan las mismas unidades de longitud y de tiempo, y que ambos toman
el mismo instante como origen de tiempos, el suceso (z,t) del primer observador sera
(z+x0,t), para el segundo, donde z es la posicién del primer observador medida por el
segundo. Si admitimos que los observadores podrian haber adoptado criterios distintos
para determinar qué semirrecta es positiva y cudl negativa, o si los observadores parten
de distintos origenes temporales o usan unidades distintas la ecuacién tendra algunas
constantes adicionales, pero no vamos a entrar en ello. Lo Unico importante ahora es
comprender que los pares (z,t) son en realidad las coordenadas de un suceso respecto
a un sistema de referencia determinado por el observador.

Consideremos ahora la recta AB de la figura. Se trata de la linea de universo de
un tercer observador que se acerca al primero. El suceso B representa el encuentro de
ambos observadores. En principio la linea de universo de un observador O’, desde el
punto de vista de un observador O, no tiene por qué ser una recta. El hecho de que
lo sea se traduce, por el teorema de Tales, en que O ve a O’ recorrer espacios iguales
en tiempos iguales, es decir, que O’ se acerca o aleja de O con velocidad constante.
Si la linea de universo de O’ tiene ecuacién = = vt + x0, entonces la constante v es
la velocidad con que O’ se acerca o aleja de O. En el diagrama la velocidad de un
observador es la inversa de la pendiente de su linea de universo. Por ejemplo, la recta
AC representa a otro observador que partié del mismo punto que AB pero con la mitad
de velocidad, de modo que le cuesta el doble de tiempo encontrarse con O. De este
modo, para un observador O las rectas verticales son lineas de universo de observadores
en reposo respecto a O, mientras que las rectas oblicuas representan observadores en
movimiento uniforme, tanto mas rapido cuanto més se acerquen a la horizontal. Las
rectas horizontales (lineas de simultaneidad) son las tinicas que no pueden ser lineas
de universo de ningun observador, pues nadie puede estar simultdneamente en todos
los puntos del espacio.

4El término “observador” no debe interpretarse literalmente. Por ejemplo, este segundo
observador podria ser una silla situada a una cierta distancia de nosotros. Cuando hablamos
de la forma en que el observador mide un suceso queremos decir la forma en que lo harfa un
observador hipotético sentado en la silla.
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Ahora llegamos al punto crucial, y es determinar
la relaciéon entre las coordenadas espaciotemporales de C
dos observadores que se aproximan o se alejan entre
si. Por ejemplo, cabe esperar que el diagrama espa-
ciotemporal del observador AC de la figura anterior
sea el dado por la figura adjunta. B
Observamos que la pendiente de AB ha aumen-
tado, lo que significa que su velocidad ha disminuido.
Esto es l6gico, pues AC estaba “persiguiendo” a AB,
luego la velocidad con la que el éste se aleja de aquél
es en realidad la diferencia entre sus velocidades. o A

Ejercicio: Supongamos que un observador O ve la linea de universo de otro observador
O’ como la dada por la ecuacién ¥’ = vz + zo. Determinar la relacién entre las
coordenadas (z,t) de un suceso para O y las coordenadas (z’,t') del mismo suceso
respecto de O'. Suponer que ambos observadores usan las mismas unidades y la misma
orientacién izquierda/derecha, pero no necesariamente el mismo origen de tiempos.

Pues bien, el dltimo esquema es incorrecto segin la teoria especial de la relatividad.
Supongamos que las dos rectas verticales del primer diagrama representan las lineas
de universo de dos estrellas que distan un afio luz. La recta AC es la linea de universo
de una nave que parte de una estrella (o de uno de sus planetas) con rumbo a la otra.
Su velocidad es la mitad de la velocidad de la luz, con lo que el viaje le cuesta dos
anos. En el momento de su partida, la nave envia un mensaje de radio a su destino,
que viaja a la velocidad de la luz y, por consiguiente, es recibido un ano después. La
linea de universo del mensaje es la recta AB. Si la segunda figura reflejara realmente
las observaciones desde la nave, tendriamos que concluir que desde ella el mensaje
de radio se ha desplazado a la mitad de la velocidad de la luz. Un mensaje similar
que hubiera sido enviado en sentido contrario se habria visto moverse a 1,5 veces la
velocidad de la luz. Esto tendria consecuencias muy interesantes, pues un observador
podria determinar su velocidad midiendo la velocidad de la luz en distintas direcciones.
Pensemos por ejemplo en la Tierra, que sigue al Sol en un movimiento a través del
espacio a una velocidad desconocida en principio. Comparando la posicién del Sol
con la de otras estrellas es posible determinar aproximadamente la direccién y la
velocidad en la que el Sol se mueve por la Galaxia, pero esto es s6lo aproximado, pues
las estrellas también se mueven. Si en un laboratorio midiéramos la velocidad de la
luz en direcciones distintas, un calculo sencillo nos permitiria determinar la velocidad
absoluta de la tierra, asi como la direcciéon en que se mueve.

Esto se ha intentado en la prictica. Se trata de los famosos experimentos de
Michelson y Morley (1881-1887) cuyo resultado fue completamente negativo. Estas
y muchas otras experiencias confirman que la velocidad de la luz es la misma en
todas direcciones y respecto a todos los observadores. En realidad hay que hacer
una precisiéon: un observador es inercial si no estd sometido a la accién de ninguna
fuerza. El principio de relatividad afirma que todos los observadores inerciales son
equivalentes, en el sentido de que las leyes de la fisica se expresan con las mismas
férmulas respecto a cualquiera de ellos, y en particular la velocidad de la luz es la
misma en todos ellos. El diagrama correcto serd el de la figura siguiente.

Al exigir que la linea de universo del rayo de luz tenga la misma pendiente en
los dos diagramas nos encontramos con que los dos observadores discrepan en muchos
aspectos. Antes veamos en qué coinciden: ambos observadores estaran de acuerdo en
que su encuentro se produjo en el instante C', el segundo observador esta legitimado



320 Capitulo 10. La geometria parabdlica

a afirmar que su partida se produjo en A y el segundo puede afirmar que recibié el
mensaje en B. Todos estos hechos son absolutos, en el sentido de que es absurdo
discutirle al primer observador cuando recibié él el mensaje.

c c
B
B
Al
0 A A A

Sin embargo el primer observador afirmara que el tiempo transcurrido entre A y
B es el mismo que entre A y C' (un ano), por lo que indirectamente deducird que
el suceso A es simultdneo con el suceso O. Por el contrario, el segundo observador
replicard que el tiempo transcurrido entre B y C es el doble que entre A y B, por lo
que considerard que el instante A de su partida es simultdneo con un instante A’ que,
desde el punto de vista del primer observador, es medio ano posterior a O. Asi pues,
cada observador tendrd su propia linea de simultaneidad, OA para el primero, A’A
para el segundo. Un andlisis més detallado permite probar que ambos observadores
diferirdn también en la distancia recorrida y en el tiempo que ha durado el viaje, pero
no entraremos ahora en ello. Insistiendo en la cuestién de la simultaneidad, vemos que
una forma en que el primer observador podria probar que es él quien tiene razén seria
que un tercer observador partiera del mismo punto que el segundo pero al doble de la
velocidad de la luz. Si asi se hiciera, encontrarfa al primer observador en el suceso A’,
y podria atestiguar que el segundo observador ya habia partido cuando él salié, luego
éste no podria mantener consistentemente que partié simultdneamente a A’. M4s atin,
la linea de universo de este tercer observador seria AA’, luego si el segundo quisiera
mantener su postura deberia admitir que el tercero ha ido de A hasta A’ en tiempo
cero, lo cual es absurdo.

Para que la teoria de la relatividad sea consistente es necesario que este tercer
observador sea fisicamente imposible o, equivalentemente, que nada pueda viajar al
doble de la velocidad de la luz. Cambiando las condiciones del ejemplo se ve que
es necesario que nada pueda superar la velocidad de la luz. De este modo, sucesos
situados a tal distancia espaciotemporal que ni siquiera una onda luminosa pueda ir
de uno a otro (como es el caso de Ay A’ o de Ay O) no estdn conectados causalmente,
por lo que no existe ningin criterio objetivo en virtud del cual alguien pueda decir que
uno es anterior o posterior a otro en el tiempo. Ya no es cierto, pues, que cualquier
linea no horizontal pueda ser una linea de universo. Sélo pueden serlo aquellas cuya
pendiente no sea inferior a la de los rayos de luz. Puede probarse que cualquier linea
por debajo de las de los rayos de luz es la linea de simultaneidad de un observador
adecuado. Todo esto puede deducirse del principio de relatividad, pero en lugar de
ello vamos a mostrar directamente la conclusién, es decir, veremos que la geometria
del plano de Lorentz es consistente con los postulados de la relatividad especial.

Espacio y tiempo Sea X un plano de Lorentz. Su recta infinita tiene dos
puntos circulares C7 y Cs, que la dividen en dos segmentos. A los puntos de
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uno de estos segmentos distintos de sus extremos los llamaremos puntos infinitos
espaciales, y a los del otro puntos infinitos temporales. Con esto las rectas que-
dan divididas en tres categorias: isdtropas, espaciales y temporales, segin que
su punto infinito sea un punto circular, un punto espacial o un punto temporal.
Dos rectas paralelas son del mismo tipo. Un segmento serd isétropo, espacial o
temporal segin lo sea la recta que lo contiene. Un vector no nulo ¥ es isétropo,
espacial o temporal si lo son las rectas de direccién ¢. Sir es una recta no isétropa
y P es su punto infinito, su conjugado ortogonal es su conjugado harménico res-
pecto a los puntos circulares, luego éstos separan (harménicamente) a P e I(P).
Esto significa que P es espacial si y sélo si I(P) es temporal, luego las rectas
perpendiculares a rectas espaciales son temporales y viceversa.’

Veamos la interpretacion de estos conceptos en términos de la geometria afin
al tiempo que introducimos una precisién adicional: la distincién entre pasado
y futuro e izquierda y derecha.

Definicién 10.28 Una orientacion es un par ordenado (¥,72) de vectores
isétropos linealmente independientes.

Una orientacién asi definida divide a los vectores no isétropos en cuatro
regiones angulares, segun que sus coordenadas en la base v, U5 tengan signos

(+7+)7 (_7_)7 (+7_) o (_7+)'

Fijado un punto O, el sistema de referencia (O, U, ¥2) determina un sistema
de coordenadas homogéneas respecto al cual la recta infinita es z = 0. Los
puntos (1,0,0), (0,1,0) y (1,1,0) determinan un sistema de referencia en la
recta infinita respecto al cual las coordenadas de (z,y,0) son (z,y). Si un
vector tiene coordenadas (a,b) en la base ¥, ¥, entonces la recta que pasa por
O con direccién dicho vector es —bx + ay = 0, y su punto infinito es (a,b,0),
que respecto a la recta infinita es (a,b) y en coordenadas cartesianas es a/b.
Asi pues, los vectores de las clases (+,+) y (—, —) corresponden a rectas cuyos
puntos infinitos tienen la coordenada cartesiana positiva y los de las otras dos
clases a puntos cuya coordenada cartesiana es negativa. Estas clases son los
dos segmentos que determinan en la recta infinita los puntos Py = (0,1) y
P, = (1,0), es decir, los puntos circulares.

En general hemos tomado como puntos infinitos espaciales a los de uno
de estos dos segmentos, arbitrariamente. Respecto de una orientacién dada,
tomaremos como puntos infinitos espaciales a los del segmento determinado por
los vectores de las clases (+, —) y (—, +), de modo que éstos serdn precisamente
los vectores espaciales, y los vectores temporales serdn los de las clases (+,+)
y (—,—). Ahora diremos que un vector espacial apunta a la derecha o a la
izquierda segun si estd en la clase (—,+) o (+,—). Un vector temporal apunta
al futuro o al pasado segun si estd en la clase (+,4) o (—, —).

5Las rectas isGtropas serdn las lineas de universo de los rayos de luz, las rectas temporales
serdn las lineas de universo de observadores inerciales y las rectas espaciales serdn las lineas
de simultaneidad. Maéas exactamente: las lineas de simultaneidad de un observador seran las
perpendiculares a su linea de universo.
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Futuro

Izquierda Derecha

Notar que podriamos haber empezado por el concepto de orientacién y haber
definido a partir de aqui las rectas espaciales y temporales, pero sucede que estos
conceptos juegan un papel central en la geometria del plano de Lorentz, mientras
que la orientacién y la consecuente distincion entre pasado y futuro e izquierda
y derecha es secundaria. Por ello hemos de tener presente que la distincién
espacial/temporal depende sélo de la distincién entre los dos segmentos en que
los puntos circulares dividen a la recta infinita, pero no de una orientacién en
particular.

Semejanzas e isometrias Veamos en qué grado respetan las distinciones
entre espacio y tiempo las distintas clases de aplicaciones del plano de Lorentz.
Consideremos un punto O y sea P otro punto tal que la recta O P no sea isétropa.
Digamos, por ejemplo, que es temporal, aunque todo vale igual si es espacial.
Sabemos que existe una tnica circunferencia € de centro O que pasa por P. Esta
serd una hipérbola que pasa por los puntos circulares, luego las rectas isétropas
que pasan por P seran sus asintotas. La recta OP es secante a C, luego C la
divide en dos segmentos, uno formado por puntos exteriores (el que contiene a
O) y otro formado por puntos interiores (el que contiene a su punto infinito, que
es temporal). Por otro lado, € también divide a la recta infinita en un segmento
de puntos interiores y otro de puntos exteriores, pero estos segmentos tienen
por extremos los puntos circulares, luego uno es el de los puntos espaciales y
otro el de los puntos temporales. Como acabamos de ver que existe un punto
interior temporal, vemos que los puntos infinitos interiores son exactamente los
temporales. Asi pues, todas las rectas temporales cortan a C, mientras que las
espaciales son exteriores.

Una isometria que fije a O ha de fijar a €, luego ha de transformar la recta
OP en una recta OP’ tal que P’ C €, luego la recta OP’ ha de ser temporal.
Reciprocamente, toda recta temporal es de la forma OP’, con P’ C @, luego
existe una isometria que fija a O y transforma P en P’ luego OP en OP’.

Teniendo en cuenta que las traslaciones conservan el caracter espacial y
temporal, podemos suprimir la restriccién de que las isometrias fijen a O, y asi
concluimos:

Teorema 10.29 Dos rectas del plano de Lorentz son del mismo tipo (espaciales,
temporales o isdtropas) si y sdlo si son congruentes.

En particular, y a diferencia de lo que sucede en un plano euclideo, no todas
las rectas son congruentes. Mds en concreto: una recta no es congruente con
ninguna de sus perpendiculares. Por otra parte, dadas dos rectas no isétropas
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AB y A'B’, es claro que la homografia ABC1Cy — A’B'C;1C5 es una semejanza
y ) q g A )
que transforma una en otra, luego todas las rectas no isétropas son semejantes.

Ejercicio: Probar que en el plano de Lorentz no es cierto que toda semejanza sea
composiciéon de una homotecia y una isometria.

Diremos que una circunferencia es temporal si las rectas que la cortan y pasan
por su centro son temporales o, equivalentemente, si los puntos infinitos interio-
res a ella son temporales. Similarmente definimos una circunferencia espacial.
Hemos probado que toda circunferencia es espacial o temporal y es claro que
dos circunferencias congruentes han de ser del mismo tipo. En cambio, todas
las circunferencias son semejantes.

Una rama de una hipérbola es uno de los arcos en que la dividen los puntos
infinitos. Por definicién, dos cualesquiera de sus puntos A y B no estdn separa-
dos por los puntos infinitos, luego la recta que los une corta a la recta infinita en
un punto exterior. Esto significa que el segmento afin AB (el que no contiene
al punto infinito) estd formado por puntos interiores, luego no contiene puntos
de las asintotas. Esto significa que la rama estd contenida en uno de los dngulos
determinados por las asintotas. Un argumento similar prueba que puntos de
ramas distintas estan en semiplanos distintos respecto a ambas asintotas, luego
concluimos que las ramas de una hipérbola estdn en dos de los angulos opuestos
por el vértice determinados por sus asintotas.

De aqui se sigue facilmente que, respecto de una orien-
tacién dada, de las dos ramas de una circunferencia espa- \/
cial de centro O, una esta formada por los puntos P tales
que O—fD apunta hacia la izquierda y otra por los punto

P tales que 0.15 apunta hacia la derecha. Similarmente
para circunferencias temporales. La figura muestra dos
circunferencias del mismo centro. Una temporal, con su / \
rama futura en la parte superior y su rama pasada en la

inferior, y otra espacial, con su rama izquierda a la izquierda y su rama derecha
a la derecha.

Veamos ahora el efecto sobre la orientacién de las semejanzas e isometrias.
Sea ¥, U3 una orientacién de un plano de Lorentz. Si f es una semejanza,

entonces f fija o invierte los puntos circulares, luego f(¥) ha de ser un multiplo

— —

de ¥ o de U5 y lo mismo sucede con f(¥2). Supongamos que f(¥)) = aty y
f (o) = B0y, con a > 0y B < 0. Entonces es fécil ver que f transforma cada
vector que apunta hacia el futuro en un vector que apunta hacia la derecha, cada
vector que apunta hacia el pasado en un vector que apunta hacia la izquierda,
cada vector que apunta hacia la derecha en un vector que apunta hacia el pasado
y cada vector que apunta hacia la izquierda en un vector que apunta hacia el
futuro. Podemos analizar asi todas las posibilidades, pero lo importante es que
en cualquier caso f actia igual sobre todos los vectores de un mismo tipo, es
decir, que si f transforma un vector que apunta hacia el futuro en un vector que
apunta hacia la izquierda, entonces transforma a todos los vectores que apuntan
hacia el futuro en vectores que apuntan hacia la derecha, etc.
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Restrinjamonos ahora a isometrias. Si una reflexién f tiene, por ejemplo,
eje espacial, es claro que conservara la izquierda y la derecha. En cambio, si
¥ es perpendicular al eje, tendremos f (¥) = —v, luego los vectores que apun-
tan hacia el futuro se transforman en vectores que apuntan hacia el pasado y
viceversa. Diremos entonces que f conserva la orientacion espacial pero no la
temporal. Similarmente, las reflexiones con eje temporal conservan la orien-
tacién temporal pero no la espacial. En cualquier caso, una reflexién nunca
conserva la orientacién.

Si componemos dos reflexiones que conserven ambas la orientacién espacial
o ambas la temporal obtendremos un giro que conserva la orientacion, mientras
que si componemos una reflexiéon que conserva la orientacién espacial con otra
que conserve la orientacién temporal obtendremos un giro que no conserva nin-
guna de las dos orientaciones. A los primeros los llamaremos giros orientados.
Las isometrias que conservan la orientacién son las composiciones de traslaciones
con giros orientados, y forman un subgrupo del grupo de los movimientos.

Distancia A continuacién nos ocupamos del problema de definir una distancia
entre puntos. No podemos definir la proporcién entre dos vectores cualesquiera,
pues un vector espacial no puede ser congruente con ningin vector temporal.
Sin embargo si podemos comparar dos vectores del mismo tipo. El andlogo al
teorema 10.23 es ahora el siguiente:

Teorema 10.30 Sid y U son dos vectores ambos espaciales o ambos temporales
existe un unico numero real o > 0 tal que v = tad.

DEMOSTRACION: Podemos representar los vectores como 4 = (721 yU= O—B) .
Supongamos, por ejemplo, que ambos son temporales. Sea € la circunferencia
de centro O que pasa por A. Claramente la circunferencia es temporal, luego la
recta OB ha de cortarla en un punto A’. Como A y A’ estdn ambos sobre C,
existe una isometria que fija a O y transforma A’ en A. Sea B’ la imagen de B
por dicha isometria, que obviamente estd sobre la recta OA. Por consiguiente
U= 0—37 = au. El teorema 10.21 prueba que podemos cambiar o por —« para
garantizar que es positivo, a la vez que nos da la unicidad. L]

Esto nos permite definir la razén entre dos segmentos AB y C'D, ambos del
mismo tipo, como el tinico escalar positivo

AB
CD

b

tal que A—B) = +a C—’B Si fijamos dos unidades de longitud, una espacial y otra
temporal, podemos definir la longitud de un segmento arbitrario no isétropo
como su razén respecto a la unidad correspondiente, espacial o temporal, y
la norma de un vector no isétropo v = AB como la longitud del segmento
AB. La representaremos también por ||#]|. Como en el caso euclideo se prueba
ahora que dos segmentos o vectores ambos espaciales o ambos temporales son
congruentes si y s6lo si tienen la misma longitud (o norma). Respecto a los
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segmentos y vectores isétropos (no nulos), sabemos por el teorema 10.21 que
todos son congruentes entre si. Si convenimos en que los segmentos isétropos
tienen todos longitud nula y que los vectores isétropos tienen todos norma nula,
podemos extender el resultado anterior al caso isétropo, cuyo enunciado queda
como sigue:

Teorema 10.31 Dos segmentos o (vectores no nulos) del mismo tipo (espacia-
les, temporales o isétropos) son congruentes si y solo si tienen la misma longitud
(la misma norma,).

Dado un punto O y un r > 0, los puntos cuya distancia a O es igual a r
(més los puntos circulares) forman dos circunferencias de centro O y radio r.
Un punto P estd en una u otra segun si la recta OP es espacial o temporal. De
aqui se sigue a su vez:

Teorema 10.32 Una biyeccion afin es una isometria si y solo si conserva el
cardcter espacial, temporal o isdtropo de los segmentos, asi como su longitud.

DEMOSTRACION: Si conserva los vectores isétropos entonces conserva la
involucién ortogonal, luego es una semejanza. Si conserva las longitudes de
segmentos transforma cada circunferencia € en otra circunferencia €’ del mismo
radio. Si ademds conserva el cardcter de los segmentos entonces € y €' son
ambas espaciales o ambas temporales. Pero dos circunferencias del mismo radio
y del mismo cardcter son congruentes (a través de una traslacién que haga
corresponder sus centros), luego por 10.20 la afinidad es una isometria. m

Producto escalar Vamos a ver que el plano de Lorentz puede ser descrito en
términos algebraicos de forma andloga al plano euclideo.

Definicion 10.33 Un sistema de referencia ortonormal es un sistema de re-
ferencia (O;01,7s2) tal que ¥y L Ta, ||Uh] = ||tk]] = 1, U1 es espacial y U2 es
temporal. El sistema de referencia esta orientado si el vector espacial apunta
hacia la derecha y el temporal hacia el futuro.

Sabemos que la ortogonalidad de vectores puede expresarse en términos de
una forma bilineal simétrica regular F'. Su matriz en un sistema de referencia
ortonormal serd de la forma

10
A= .

(Podemos exigir un 1 porque la forma bilineal estd determinada salvo un
factor escalar. Con esta restriccion, la forma F' es tnica.) Ahora bien, no todas
las matrices de este tipo son posibles. Es necesario que impliquen la existencia
de vectores isétropos. Un vector de coordenadas (z,t) serd isétropo si cumple

(z, t)ACf) =0,
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es decir, si 22 + at?> = 0. Esta ecuacién tiene dos soluciones si y sélo si a < 0.
Por lo tanto la matriz de la forma bilineal ha de ser

A:(tl) —002 >, con ¢ > 0.

Entonces los vectores isétropos son los que cumplen z? — ¢?t? = 0, es de-
cir ¢+ = +ct. Las rectas isétropas seran las que en el sistema de referencia
considerado tienen ecuaciones de la forma z = +ct + xg.

Veamos que, como en el caso euclideo, la forma F también nos permite
calcular las normas. Consideremos un vector espacial ¥ que en el sistema de
referencia dado tenga coordenadas (a,b). La circunferencia centrada en el origen
(0,0) y que pasa por (a,b) cortard al eje espacial en un punto (z,0), de modo
que |z| es por definicién la norma de ¢. El punto (x,0) puede obtenerse a partir
de (a,b) por una reflexién cuyo eje pasa por (0,0). Dicho eje pasard también
por el punto medio entre (z,0) y (a,b), que es

a+x b
M = - .
)
La direccién del eje viene dada por el vector de coordenadas M, y ha de ser

perpendicular a la recta que une (z,0) con (a, b), cuyo vector director es (a—z, b).
La condicién M L (a — x,b) equivale a 2% = a? — ¢?b?, luego

7l = Va2 — 20 = \/F (5, ).

En particular vemos que una condicién necesaria para que un vector ¢ sea
espacial es que F (¥, %) = a® — ¢*b* > 0.

Si partimos de un vector temporal tendremos que buscar el corte de la cir-
cunferencia con el eje temporal, luego buscaremos un punto (0,z). Célculos
andlogos nos llevan a la ecuacién a? — ¢2b? + c?x? = 0, luego en tal caso

17 = V—a?+ 32 \/—F(7,7)
c c '

Por consiguiente, una condicién necesaria para que un vector sea temporal
es que F(¥,7) = a® — c2b? < 0.

Ma4s ain, hemos probado que ||#]] = 1 equivale a que

F(5,5) = { 1 i ¥ es espacial,

—c? si ¥ es temporal.
Por consiguiente, la matriz de F' en cualquier base ortonormal serd la misma
matriz A, con la misma constante c. En resumen:

Teorema 10.34 Si en un plano de Lorentz fijamos arbitrariamente una unidad
de longitud espacial y otra temporal, entonces existe una unica constante ¢ > 0
de modo que en cualquier sistema de referencia ortonormal se cumple:
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1. Dos wvectores de coordenadas (x,t) y (2',t') son ortogonales si y sdlo si
za' — Pt = 0.

2. Las rectas isétropas son las determinadas por las ecuaciones x = tct+xg.

3. Un wvector de coordenadas (x,t) es isétropo si x? — c*t? = 0, temporal si

2% — c?t? < 0 y espacial si 2% — c?t? > 0.
4. La norma de un vector de coordenadas (x,y) es

x2 — c2t? si (z,y) es espacial,

Z, =
el =1

c si (z,y) es temporal.

Usando esto podemos probar:

Teorema 10.35 Una biyeccion afin es una isometria si y sélo si transforma
un sistema de referencia ortonormal en un sistema de referencia ortonormal.

DEMOSTRACION: La aplicacién lineal asociada f transforma una base or-
tonormal (@, ¥) en otra base ortonormal (@’',7"). Dado cualquier @ = 2@ + t0,
tendremos que f(@) = x@ + t7, luego ||| y || f()]| se calculan ambos a partir
de (z,t) por las férmulas del teorema anterior, luego ||| = || f(@)|| y por con-
siguiente f conserva distancias. Ademds esto muestra que f transforma cada

vector en otro del mismo tipo. Concluimos que f es una isometria. L]

Las leyes de la teoria de la relatividad especial se enuncian muy ficilmente en
términos de la geometria del plano de Lorentz:

1. Un observador inercial es un sistema de referencia ortonormal orientado.

2. Si dos sucesos tienen coordenadas (xo,to) y (x1,t1) respecto a un observador
inercial, el tiempo transcurrido entre ellos para dicho observador es |t1 — to| y
la distancia que los separa es |r1 — xo].

3. Las lineas de universo de los rayos de luz son las rectas isdtropas.

El hecho de que las lineas isétropas tengan ecuaciones de la forma x = dct+xo nos
permite interpretar ahora la constante ¢ como la velocidad de la luz. Hemos probado
que ésta es la misma para todos los observadores inerciales.

Notemos que la constante ¢ no depende de la estructura parabdlica del es-
pacio de Lorentz, sino de la eleccién de las unidades de longitud. Si cambiamos
el vector unitario temporal @ por @, = ¢~ /2 ¥y, tendremos que F (T, 7)) = —1,
es decir, con esta nueva unidad de tiempo ¢ = 1. Fisicamente esto se interpreta
como que si tomamos como unidad de tiempo el ano, entonces tomamos como
unidad de longitud el ano luz, con lo que la velocidad de la luz resulta ser de 1
ano luz por anio. En resumen, no perdemos generalidad si suponemos ¢ = 1, pero
pese a ello conservaremos la ¢ para que las féormulas que obtengamos coincidan
con las usuales en la teoria de la relatividad.

Los tltimos resultados que hemos obtenido sugieren que adoptemos una
serie de convenios que simplifican considerablemente la teoria. En primer lugar
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definimos el producto escalar de dos vectores ¥ y W, cuyas coordenadas en una
base ortonormal sean (z,t) y (2/,t), como

0w = xa’ — Att'.

Sabemos que esta definicién es independiente de la base elegida. El producto
escalar es una forma bilineal simétrica regular. Ahora podemos decir que un
vector ¥ es isétropo, espacial o temporal segin si U¥ es igual, mayor o menor
que 0. Tenemos que la norma de un vector arbitrario ¥ viene dada por

VUU  si U es espacial o isétropo,

V=UU

Cc

171" =

si U es temporal.

Hemos anadido el superindice + porque en este punto vamos a introducir
una nueva norma respecto a la cual todos los resultados se expresan de forma
mucho mas simple:

VUU si U es espacial o isétropo,

=9 e

C

si U es temporal.

La tnica diferencia es que hemos eliminado el signo negativo en el caso
temporal, de modo que la raiz cuadrada ha de entenderse como un niimero
imaginario puro con parte real positiva. Observar que si ¢ = 1 la definicién se
reduce a ||7]| = V7. La relacién entre ambas normas es que la primera es el
modulo de la segunda.

Ahora ya no tenemos vectores espaciales y temporales con la misma norma.
Al contrario, la norma diferencia a los vectores espaciales (cuya norma es real) de
los temporales (cuya norma es imaginaria). Del mismo modo, consideraremos
que la longitud de un segmento temporal es imaginaria. Al incorporar a la
norma la distincién entre espacio y tiempo, muchos enunciados se simplifican
formalmente. El teorema siguiente recoge los mas importantes.

Teorema 10.36 Sea X un espacio de Lorentz en el que hemos fijado unas
unidades de longitud y de tiempos. Sea r un nimero real positivo o imaginario
puro con parte real positiva.

1. Un segmento es espacial, temporal o isétropo segin que su longitud sea
real, imaginaria o nula.

2. Una biyeccion afin en X es una isometria si y solo si conserva las normas
(o las distancias).

8. Para cada punto O, el conjunto formado por los puntos circulares mds
todos los puntos P tales que OP = r es una circunferencia de centro O.
Diremos que su radio es r. Toda circunferencia es de esta forma.

4. Una circunferencia es espacial o temporal segin si su radio es real o ima-
ginario.
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Ademsés tenemos un perfecto andlogo al teorema de Pitagoras:

Teorema 10.37 (Teorema de Pitagoras) Sic =1y ABC es un tridngulo
rectangulo con hipotenusa AB, entonces

AB°=CB +CA .

DEMOSTRACION: La prueba es la misma que en el caso euclideo. Tenemos
— —_— = = —
que AB=CB—-CAy CB L CA, luego

o —_— = = — ——2 =2 DA A2 A2
AB’ = (CB — CA)(CB — CA) = CB" + CA> —2CBCA = OB’ + OA".
[

Ahora podemos caracterizar ficilmente los conceptos de futuro/pasado, iz-
quierda/derecha en términos de coordenadas. Consideremos un sistema de re-
ferencia ortonormal y una orientacién. Los vectores de coordenadas (—c,1) y
(c,1) son isétropos linealmente independientes, luego los vectores que determi-
nan la orientacién han de ser de la forma a(—¢,1) y B(¢,1). Comparando los
signos de las coordenadas de los vectores de la base (1,0) y (0,1) respecto a
estas dos bases de vectores isétropos se concluye que a y  son ambos positivos.
Por consiguiente los vectores (—c¢,1) y (¢, 1) determinan la misma orientacién
que la dada. Usando estos vectores es facil probar:

Teorema 10.38 Un vector temporal (espacial) cuyas coordenadas en un sis-
tema de referencia ortonormal orientado sean (z,y) apunta hacia el futuro (ha-
cia la derecha) si y sélo sit > 0 (resp. x > 0) y apunta hacia el pasado (hacia
la izquierda) sit <0 (resp. © <0).

Ejemplo Consideremos el caso de la nave que viaja a la mitad de la velocidad de la
luz entre dos estrellas a un ano luz de distancia. Esta descripcion es la correspondiente
a un observador situado en cualquiera de las dos estrellas. Veamos ahora la situacién
desde el punto de vista de un observador en la nave.

c c
B
B
Al
0] A A A

Con las unidades que estamos manejando se cumple ¢ = 1. Tenemos que OA = 1,
OC = 2i, luego AC = /12 + (24)2 = /3. Por lo tanto el observador de la nave dird
que la duracién del viaje ha sido de v/3 afios (aproximadamente un afio y nueve meses).
Si llamamos AA’ a la perpendicular a AC por A, su vector director (a,b) ha de ser
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perpendicular a (—1,2) (tomamos las coordenadas en el primer sistema de referencia),
luego —a — 2b = 0, o sea, el vector director es (1, —2). Como la recta pasa por A(0,1)
es facil ver que A’ tiene coordenadas (0,1/2), luego AA” = /12 + (i/2)2 = V/3/2, lo
que significa que la distancia entre las dos estrellas para el segundo observador es de
V/3/2 = 0,87 aiios luz. "

Giros Vamos a investigar las propiedades del plano de Lorentz que explican
los resultados del ejemplo anterior. Todo depende de los giros. Sabemos que los
giros con un centro comun forman un grupo abeliano. En el caso del espacio
euclideo éste es isomorfo a R/Z, y un isomorfismo viene dado por

cos2ma  sen2ma
o .
—sen2ma  cos 2w

La situacion en el plano de Lorentz es muy distinta. Dado un punto O,
consideramos una circunferencia € de centro O. Un giro de centro O ha de fijar
a O y a los dos puntos circulares, luego estd univocamente determinado por
la imagen de un punto cualquiera P, C C, que ha de ser otro punto P de C.
Graduemos la cénica tomando como Py y Py los puntos circulares. Sabemos
que C\ P, tiene estructura de cuerpo isomorfo a R, luego los puntos finitos de
C tienen estructura de grupo isomorfo a R*. Dado cualquier punto finito P C C,
la multiplicacién por P transforma P; en P. Como fija a los puntos circulares
es una semejanza, como fija a la circunferencia es una isometria, y de hecho un
giro (de nuevo porque fija a los puntos circulares). Asi pues, es el tnico giro
que transforma P; en P. Es claro entonces que si un giro f de centro O cumple
f(P1) = P,, la correspondencia f — « es un isomorfismo entre el grupo de giros
y el grupo multiplicativo R*.

Ejercicio: Probar que el grupo de giros orientados se corresponde con ]0, +00].

Veamos esto mismo desde un punto de vista algebraico. Tomemos un sis-
tema de referencia ortonormal iy, 1> y consideremos los vectores ¢} y v de

coordenadas
1 1

—(c, 1 —(c,—1).

el) ¥ (o)
Son dos vectores isétropos linealmente independientes. Ademds v U2 = 1. Por
consiguiente f(vh) = avy y f(U2) = B02. Ademds

1= 171 172 = f(?_fl)f(ﬁg) = Ozﬂ’l?l ?72 = Oéﬁ.

Asi pues, la matriz de f en la base v7, U es

« 0
Ma_(O a_1>’

y es claro que la aplicacién o« +— M, es un isomorfismo de grupos. De las
relaciones

(% = (C’L_lfl + 17:2)

V2e

1 L
Uy = (ctly — ts)

V2e
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se sigue facilmente que la matriz de este mismo giro en la base 1y, Uy es:

(e ) )m (e )

-1 1

o+« a— o
— 2 2c
a—a ' a+al
c
2 2

Asi pues, la matriz de un giro en un sistema ortonormal cualquiera es de la

forma

oz—i—a_l a—a?

— 2 2c
+G, ==+ a0l aig , con a > 0.
c
2 2

Notemos que indirectamente hemos probado que GG = Gop. Es conve-
niente conservar la notacion aditiva que tenemos en el caso euclideo, asi que
vamos a componer el isomorfismo a — G, con el isomorfismo R — ]0, 400[
determinado por una funcién exponencial. Ello nos lleva a la definicién siguiente:

Definicién 10.39 Sea e > 1 un ndimero real. Definimos las funciones seno y
coseno hiperbdlico (en base e) como las dada por:
et —e ¥ e’ +e™®

her=—— hx =
senh > , coshzx 2

En estos términos hemos probado lo siguiente:

Teorema 10.40 Las matrices de los giros en un sistema de referencia ortonor-
mal son las de la forma

h ! h
+G, ==+ coshha  —senhia , cona€R.
¢ senh o cosh a

Ademds se cumple la relacion GGz = G4 3.

Ahora conviene investigar las propiedades de las funciones hiperbdlicas. Para
ello podemos suponer ¢ = 1. Fijado un sistema de referencia, la circunferencia
de centro (0,0) y radio 1 estd formada por los puntos (z,t) que satisfacen la
ecuacién x? —t2 = 1. Uno de sus puntos es (1,0), y todos los demds pueden
obtenerse a partir de éste mediante un giro. Por otra parte tenemos que sus
puntos son los de la forma

+(1,0)Gy = £(cosh o, senh «v), para a € R.

Vemos, pues, que del mismo modo que (cos a,sen«) recorre una circunfe-
rencia en el plano euclideo, la expresiéon analoga con las funciones hiperbdlicas
recorre una circunferencia en el plano de Lorentz o, méds exactamente, recorre
una rama de la hipérbola. La otra rama se obtiene con el signo negativo.
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En particular obtenemos la relacién fundamental entre las razones hiperbo-
licas:
cosh? & — senh? o = 1.

De la definicién se sigue que cosh o > 0, la relacién anterior prueba que de
hecho ha de ser cosha > 1. Hemos probado que cualquier par (z,t) con x > 0
y tal que 22 — t? = 1 es de la forma (cosh a, senh ). De hecho la expresién es
dnica, pues hay un unico giro que transforme un punto de una circunferencia en
otro dado. Si desarrollamos la igualdad GoGg = G4 obtenemos las férmulas
para el seno y el coseno hiperbélico de una suma. Las incluimos en este teorema:

Teorema 10.41 Las funciones hiperbolicas senh : R — R y cosh : R — R
cumplen las propiedades siquientes:

1. cosh® a —senh? a = 1.
2. cosh(a + ) = cosh a cosh 8 4 senh v senh 3,
senh(a + 3) = cosh « senh 8 + senh « cosh 3.
3. cosh0=1, senh0=0, cosh(—a)=cosha, senh(—a)= —senha.
4. Para cada par de nimeros reales (x,t) con x > 0 existe un dnico a € R

tal que x = cosha, t = senh .

Ejercicio: Probar que si 0 < a < [ entonces cosha < cosh 3, senha < senh .
Deducir que cosh a toma exactamente dos veces cada valor z € |1, +00[ y que senh «
toma una sola vez cada valor real.

Ejercicio: Deducir las férmulas del dngulo doble y del dngulo mitad.

Ejercicio: Estudiar la funcién tangente hiperbdlica tanh : R — R dada por

senh x

tanhz = .
R cosh x

Notemos ahora que si un giro tiene matriz G, en un sistema de referencia
ortonormal (con origen en el centro de giro) entonces su matriz en cualquier
otro sistema de referencia del mismo origen es Gi,, pues la traza del giro es
2cosh @, y es un invariante. Por consiguiente la expresion +G,, asigna a cada
giro f un signo sig f (que es —1 si f intercambia las ramas de las circunferencias
y 1 si las deja invariantes) y un dngulo o determinado salvo signo.

Ejercicio: Probar que la matriz de cambio de base respecto a dos sistemas de referen-
cia ortonormales orientados y con el mismo origen es de la forma G,. Deducir que un
giro tiene la misma matriz en todos los sistemas de referencia ortonormales orientados
con origen en su centro.

En términos de las funciones hiperbdlicas los puntos finitos de la circunfe-
rencia espacial de radio r y centro el origen de coordenadas son los de la forma

(7)o = (£rcosha, +° senh a), aeR.
c
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Los puntos finitos de la circunferencia temporal de radio ir son los que tienen
coordenadas
(£ir)o = (£rc senh o, £rcosha), o € R,

es decir, los que se obtienen a partir de (0,7) mediante giros de dngulo .

Asi, respecto a un sistema de referencia dado, todo punto distinto del origen
se expresa de forma tinica como r, donde r es un nimero real o imaginario puro
no nulo y « es cualquier niimero real. Diremos que r y « son las coordenadas
polares del punto. El nimero « es el argumento del punto. También podemos
hablar de las coordenadas polares de un vector no nulo. Asi, la accién de un
giro de dngulo « sobre un vector es sumarle « a su argumento y multiplicarlo
por su signo.

Ejercicio: Definir el angulo que forman dos rectas, ambas espaciales o ambas tempo-
rales. Probar que el dngulo « entre las rectas de vectores U1 y ¥2 (ambas espaciales o
ambas temporales) viene dado por

cosha = M
o]+ [l o2]I+

Consideremos dos observadores inerciales A = (O;1,42) y B = (0',¥1,7:). La
linea de universo de B es la recta que pasa por O y tiene direccién @2. Las coordenadas
de ¥, respecto al primer observador serdn de la forma (csenh o, cosh o), para un cierto
a € R (notar que, como 7> apunta hacia el futuro, su segunda componente es positiva),
v la ecuaciéon de dicha linea de universo sera de la forma x = vt+xo, donde v = ctanh a.
La interpretacion fisica de v es clara: se trata de la velocidad con que A ve alejarse
a B. Si v =0 (o equivalentemente, & = 0) los observadores estdn en reposo relativo.
Por otra parte, la interpretacién geométrica de o también es clara: se trata del &ngulo
hiperbdlico que forman las lineas de universo de ambos observadores. La condicién
a = 0 equivale a que éstas sean paralelas.

De las relaciones trigonométricas se sigue facilmente que

1
cosha = ———, senha = vi/c

(Notar que el signo del seno el de v.)

Es claro que al aplicar a 2 el giro de dngulo o obtenemos ¥z, y como 1 es unitario,
ortogonal a @y y apunta hacia la derecha, al aplicarle el giro de dngulo « se convierte
en 2. Por consiguiente, si un vector tiene coordenadas (z,t) respecto al observador
A, sus coordenadas respecto a B seran (z',t') = (z,t)G_q, y segln las relaciones
anteriores esto equivale a:

, T — vt , t—Zx

Si el suceso O tiene coordenadas (x, t(,) respecto al observador B, las coordenadas
respecto a B del suceso que en A tiene coordenadas (z,y) son
t— %z
T =ah+ ————, t'=ty+ <2

2 2
v v
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Estas férmulas se conocen como relaciones de Lorentz, y muestran claramente
las propiedades de la geometria relativista. Veamos cudles son sus consecuencias.
Supongamos que B lleva consigo una regla de longitud L. Los extremos de la regla en
un instante dado ¢’ tendrén para B coordenadas (a’,b’), (a’ + L,b'). Despejamos z en

la férmula anterior:
_ / 'U2
z = (z' — xo) l—c—2+vt,

sustituimos (2, ') = (a’, V'), (z',t') = (@’ + L, V") y restamos los valores de z resultan-
tes. Lo que obtenemos es que para el observador A la regla de B mide

/ / v?
L:L 1—0—2,

por lo que A considera que la regla de B es mas corta de lo que B afirma. Del mismo
modo se prueba que si el reloj de B mide un tiempo 7' entre dos sucesos, el tiempo
transcurrido segin A serd de

V2

!
T =Ty\1- 5.

lo cual nos indica que, segin A, el reloj de B atrasa.

Si v = 0 no hay discrepancias. Si los observadores empiezan a moverse, cada cual
esta legitimado para afirmar que es el otro el que se mueve, mientras él permanece en
reposo, por lo que ninguno notara variacién alguna en su regla o su reloj, sin embargo
cada uno verd menor la regla del otro y verd correr més lentamente el reloj del otro.
La reduccién de la regla’ y el retraso del reloj serdn tanto mayores cuanto mayor sea
la velocidad relativa v. Si A pudiera ver a B moverse a la velocidad de la luz, veria
su regla con longitud 0 y su reloj parado. Esto es imposible, pero dado un suceso de
duracién arbitrariamente grande (para A) siempre es posible encontrar un observador
B (sin mds que exigir que v sea suficientemente grande) de modo que perciba el mismo
suceso con duracién tan pequena como se desee.

La interpretacién geométrica de todo esto es que la relacién entre los sistemas de
referencia de dos observadores inerciales es que uno se obtiene del otro aplicindole un
giro orientado (mds una traslacién si no tienen el mismo origen de coordenadas), cuyo
angulo depende tunicamente de la velocidad relativa.

Ejemplo En el caso de la nave que viaja entre las dos estrellas, tenemos que la
velocidad relativa es v = 1/2 (en realidad v = —1/2 respecto del observador en A la
estrella y v = 1/2 respecto del observador B en la nave). El tiempo de viaje ha sido
de 2 anos para A, mientras que B dice que ha sido de

T =24/1—(1/2)2 = /3 afios.

6Este efecto puede compararse con dos personas que se ven desde lejos. Cada una verd
a la otra menor que a si misma. Sin embargo los efectos de las férmulas de Lorentz no
corresponden a ilusiones épticas, sino a las magnitudes que cada observador medird realmente
si sus instrumentos son suficientemente exactos. Cuando una particula subatémica inestable
es acelerada a velocidades cercanas a la de la luz, el tiempo que tarda en desintegrarse aumenta
considerablemente, y no es que “parezca” que la particula vive més tiempo, es que la particula
vive mas tiempo.

"Debemos comentar que en el caso tetradimensional (con un espacio de tres dimensio-
nes) esta reduccién afecta sélo a la direccién del movimiento, mientras que las longitudes
perpendiculares al movimiento permanecen inalteradas.
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Por lo tanto A afirma que el reloj de B ha ido mas lento. Sin embargo B considera
que el inicié de su viaje (de v/3 anos) fue simultdneo del suceso A’, y A afirma que
entre A" y C ha pasado un tiempo de

V3+y/1 = (1/2)2 = 1,5 aiios,

que es menos de /3, luego B afirma que es el reloj de A el que atrasa. ]

Ejercicio: Segin comentamos al principio de la seccidn, si un observador A ve moverse
a un observador A’ a una velocidad v y A’ ve moverse a un observador A” a una
velocidad v, no es cierto que A vea moverse a A” a una velocidad v = v +v'. Si
estas velocidades corresponden a 4ngulos hiperbdlicos «, o' y o, es facil ver que
o/ = a+ a'. Usar la férmula de la tangente hiperbdlica de una suma para expresar

esta relacion en términos de las velocidades.

Semejanzas Para acabar la descripcién del plano de Lorentz caracterizaremos
las semejanzas en términos similares al caso euclideo. El resultado basico es el
siguiente:

Teorema 10.42 Una biyeccion afin f en el plano de Lorentz es una semejanza
si y solo si existe un numero real k tal que para todo par de vectores @ y U se

— —

cumple f(d)f(V) = kdv.

DEMOSTRACION: Es obvio que una aplicacién que cumpla esto conserva
la ortogonalidad, luego es una semejanza. Reciprocamente, si f conserva la
ortogonalidad, consideramos una base ortonormal @, ¢. Si a y  son escalares
tales que a i + U0 =0, entonces ot + U L © + ¥, luego

— — — —

a f(@) + B f(9) L f(4) + [()
y también o f(i@) (i) + 8 f(5) (@) = 0.
Esto prueba que los vectores de R? dados por (@i, 5 9) y (f(i) f (@), f(T) (7))
tienen los mismos vectores ortogonales (o, 3) (en el sentido euclideo usual), luego
son linealmente dependientes, es decir, existe un nimero real k (no nulo) tal que

fla)f(a)=kaa y f(0)f(0)=kvv.
Usando la bilinealidad del producto es facil concluir que este k& cumple esto
mismo con cualquier otro vector. [

Es claro que el nimero k que cumple el teorema anterior estd univocamente
determinado por f. Llamaremos razdn de f al nimero r = vk, donde k puede
ser real positivo o bien imaginario puro con parte real positiva.

El teorema anterior implica claramente que si f es una semejanza de razén
r entonces para todo par de puntos A y B se cumple

FA)J(B) =r*4B". (10.1)
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Por consiguiente |f(A)f(B)| = |r||AB|. Si r es real el segmento AB y su
imagen tienen ambos el mismo caracter espacial o temporal, mientras que si r
es imaginario el cardcter se invierte.

Es evidente entonces que las isometrias son las semejanzas de razon 1. La
razén (en este sentido) de una homotecia de radio r es |r|. La razén de la
composicién de una semejanza de razén r con una semejanza de razén r’ es
Vr2r'2 que en general no es lo mismo que rr’.

Ejercicio: Probar que si una afinidad f cumple 10.1 entonces es una semejanza de
razén r.

Ejercicio: Describir las semejanzas de razén i. Probar que toda semejanza es pro-
ducto de una isometria, una homotecia y (quizd) una semejanza de razdn .

10.4 Propiedades métricas de las cénicas

Ahora estamos en condiciones de caracterizar los conceptos métricos de una
conica, como son sus focos, sus ejes, sus vértices, etc. Vamos a definirlos de
nuevo sin tener en cuenta las definiciones dadas en la seccién 4.8. Al final de
la seccién seréa evidente que las nuevas definiciones son equivalentes a las dadas
alli.

Definicion 10.43 Sea C una cénica. Un eje de C es una recta tal que la reflexion
respecto a ella deja invariante a C. Un foco F' de € es un punto tal que los pares
de rectas conjugadas respecto a C que pasan por F' son perpendiculares. Un
vértice de C es un punto de € tal que su tangente es perpendicular al didmetro
que pasa por él.

Salvo que indiquemos lo contrario, cuando hablemos de focos, vértices y
ejes de una cénica entenderemos que son reales. Asi, todos los didmetros de
una circunferencia son ejes, todos sus puntos son vértices y su tnico foco es su
centro. La situacién en las demds conicas es muy distinta.

Teorema 10.44 Una pardbola tiene un unico eje y un unico vértice. Ademds
el eje es el diametro que pasa por el vértice.

DEMOSTRACION: Sea O el centro de la pardbola. Que un punto V sea un
vértice significa que la recta OV es perpendicular a la tangente por V', es decir,
que ésta pasa por el conjugado ortogonal O’ de O. Pero por O’ pasan sélo dos
tangentes a la pardbola. Una es la recta infinita, y la otra toca a la cénica en
un punto V' que resulta ser el tnico vértice.

Veamos que OV es un eje. Dado un punto P en la parabola que no sea V, la
perpendicular a OV por P pasa por O, luego no es tangente a la pardbola, luego
la corta en un segundo punto P’. Como OV es la polar de O’, el teorema 9.39
nos permite concluir que P y P’ se corresponden por la reflexién respecto a OV,

Finalmente veamos que OV es el inico eje. Si una recta r es un eje entonces
la reflexion de eje r ha de fijar a la pardbola. Como es una isometria, es claro



10.4. Propiedades métricas de las cénicas 337

que ha de fijar a su dnico vértice, luego V estd en r. La reflexién ha de fijar
también a la tangente por V', lo que sélo es posible si dicha tangente ¢ es igual
a r o perpendicular a r. No puede ser t = r, pues, dado un punto P en la
parabola distinto de V', la perpendicular a ¢t por P pasa por O, luego no corta a
la parabola en otro punto finito, luego la imagen de P por la reflexién respecto
a t, que es otro punto en dicha perpendicular, queda fuera de la cénica. Asi
pues, r es perpendicular a t y pasa por V, luego es OV n

La situacion en los demads tipos de cénicas no es tan facil de estudiar. Re-
cogemos en un teorema lo que podemos obtener por razonamientos similares a
los que acabamos de emplear.

Teorema 10.45 Sea C una cdnica que no sea una pardbola. Entonces:

1. Una recta es un eje de C si y solo si es un didmetro perpendicular a su
didmetro conjugado.

2. Un punto de C es un vértice si y solo si estd sobre un eje.

DEMOSTRACION: Si r es un eje de €, la reflexién de eje r es una isometria
que deja fija a C, luego fija a su centro O, luego O esta en r, es decir, 1 es
un didmetro. Al fijar a C, la reflexién respecto a r transforma pares de rectas
conjugadas en pares de rectas conjugadas. Como fija a 7, también fija a su
didmetro conjugado, pero esto sélo es posible si éste es perpendicular a 7.

Reciprocamente, si r es un diametro perpendicular a su didmetro conjugado
r’, entonces el polo de 7 es el punto infinito de r’, digamos P,,. Dado un punto
Q@ en C, la perpendicular a r por @ es QP,,. Si es la tangente por @ entonces
Q esta en la polar de P, o sea, en r, luego es fijado por la reflexién respecto
de r. Si por el contrario QP,, corta a la cénica en otro punto @', entonces el
teorema 9.39 garantiza que Q y Q’ se corresponden por la reflexién respecto a
r. En cualquier caso esta reflexién fija a C.

Si un punto V' de € esta en un eje r, entonces el polo de 7 es el punto infinito
de su didmetro conjugado r’, por donde pasa también la tangente por V a C,
luego ésta es perpendicular a r. Reciprocamente, si V es un vértice y r es el
didmetro que pasa por V, entonces su polo es el punto infinito de la tangente
por V y también el del didmetro conjugado, luego éstas son rectas paralelas y
la tangente es perpendicular a r, luego el didmetro conjugado también. =

Este teorema no afirma nada sobre la existencia de ejes o vértices. Vamos
a probar que toda cénica que no sea una parabola ni una circunferencia tiene
exactamente dos ejes. El nimero de vértices dependerd de forma obvia del tipo
de conica. Al mismo tiempo probaremos que existen dos focos.

Sea € una hipérbola o una elipse real o imaginaria que no sea una circunfe-
rencia, es decir, que no pase por ninguno de los puntos circulares C; y C3. Sean
l1, lo las tangentes a € que pasan por C7 y I3, l4 las tangentes por Cy. Sean
Fy, Fy, F|, F} las intersecciones entre estas tangentes, en el orden que indica la
figura:



338 Capitulo 10. La geometria parabdlica

B

C

Iy

El cuadrildtero completo dual de lados Iy, l2, I3, l4 estd circunscrito a C y
sus pares de vértices opuestos son (C1,C2), (F1, Fa), (F], F3). Por el dual del
teorema 9.38, las tres rectas determinadas por estos pares son los lados de un
tridngulo autopolar, es decir, tal que cada vértice es el polo del lado opuesto.
Sus vértices son los puntos As., B, O, definidos como indica la figura.

Por lo tanto tenemos que O es el polo de la recta infinita C7C5, luego O es el
centro de C. En particular es un punto real. Veremos que las rectas a = F1 Fy y
b = F|F} son los tnicos ejes de €. Por comodidad los llamaremos ya ejes aunque
no hayamos probado todavia que lo son. Similarmente, a los puntos Fy, Fy, Fy,
F} los llamaremos focos, aunque probaremos que sélo dos de ellos cumplen la
definicién que hemos dado, mientras que los otros dos seran puntos imaginarios.
De momento tenemos que los ejes son dos didmetros y que hay dos focos sobre
cada eje. Ademas los focos son los vértices de un cuadrildtero completo cuyos
puntos diagonales son el centro O y los puntos circulares. Por la propia definicién
de separacién harmdnica tenemos H(O, Aw; Fi, F2) v H(O, Boo; Fy, F3). Esto
significa que si un foco es real el otro foco del mismo eje también lo es, y ambos
se encuentran simétricamente situados respecto al centro.

Consideremos un punto real X fuera de C y de las cuatro tangentes ;.
Aplicamos el dual del teorema 9.30 al punto X y al cuadrilatero completo dual
de lados ;. Concluimos que las tangentes a C por X (digamos ¢, y t2) son
conjugadas (en el haz de rectas de centro X)) respecto de la involucién que hace
corresponder los pares (XCq, XCs), (XFy, X F,), (XF{,XF}y).

Sean x7 y x2 las rectas fijadas por esta involucién. Tenemos entonces

H(z1,zo5t1,t2), H(xr,xe; XC1, XCh).

Ahora bien, XCy y X5 son las rectas fijas respecto a la involucién que
induce en el haz de rectas la involucién ortogonal, luego z; y x2 son también
conjugadas por dicha involucién, es decir, son perpendiculares. Similarmente, ¢;
y to son las rectas fijas por la involucién que € induce en el haz de rectas, luego
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r1 y T2 también son conjugadas respecto a €. Tenemos, pues, que x1 y T2 son
un par comun respecto a las involuciones inducidas en el haz de centro X tanto
por la involucién ortogonal como por €. Ambas involuciones son distintas. Para
verlo basta tener en cuenta que XC; no es tangente a C, luego no se cumple
p(XC1) € X4, luego la conjugacién respecto a € no fija a Xy, mientras
que la involucién ortogonal si lo hace. Por consiguiente x; y a2 son el tinico
par comin de ambas involuciones, es decir, 1 y 2 son el Unico par de rectas
perpendiculares conjugadas que pasan por X. Por el teorema 9.61 (para el caso
de involuciones sobre un haz de rectas) podemos concluir que 7 y 2 son ambas
reales.

Consideremos ahora el caso particular en que X = O. Entonces los tres pares
que determinan la involucién en el haz de rectas son (OC1, OCs), (OF;,OF,),
(OF{,OF}), pero OFy = OFy, y OF] = OF}, luego las rectas 1, x2 son en
este caso los dos ejes. Acabamos de probar que son el tinico par de didmetros
conjugados perpendiculares, o sea, los 1inicos ejes de la conica.

Teorema 10.46 Una hipérbola o una elipse real o imaginaria que no sea una
circunferencia tiene exactamente dos ejes.

Continuando con nuestro argumento, ahora sabemos que los puntos A, Bso
son reales. Volvamos al caso en que X es un punto real arbitrario fuera de las
tangentes ;. Supongamos ademds que no esta en los ejes ni en la recta infinita.
Entonces las rectas 1 y 2 cortan al eje a = F;F> en dos puntos reales X y
Xs. Recordemos que H(O, Awo; F1, F3). Por otra parte H(zq, zq; X F1, X Fy),
pues las dos ultimas rectas son conjugadas respecto a la involucién que fija a
las dos primeras, luego H (X1, Xo; F1, F3).

De aquf se siguen varias consecuencias. En primer lugar, si los pares (X, X52)
y (O, As) tuvieran un elemento en comun, tendrian de hecho los dos elementos
en comun, pero entonces XO y X A, serian perpendiculares, y como X A, es
paralela al eje OA,, tendriamos que XO es perpendicular a dicho eje, luego
seria el eje OB, mientras que hemos tomado X fuera de esta recta.

Asf pues, los pares (X1, X2) v (O, As) son distintos, y la involucién que fija
a Iy y F5 coincide con la que los hace corresponder, luego es una involucién
real. Esto implica que F} y F son reales o imaginarios conjugados. Lo mismo
vale para F| y Fj. Ahora bien, puesto que los puntos circulares son imaginarios
conjugados, si F| y Fy también lo son, el teorema 9.66 nos da que F| y F}
son reales. Reciprocamente, si F| y Fy son reales entonces F| y Fj han de
ser imaginarios, pues FjFb 1%2 C1Cy y, si Fy fuera real, también lo serfan Cy y
C5. En resumen: dos de los focos son reales y los otros dos son imaginarios
conjugados. No perdemos generalidad si suponemos que F} y F5 son reales.

La involucién que € induce en el haz de rectas de centro un foco real F; fija
a las tangentes F;C1 y F;C5, y lo mismo sucede con la involucién que induce en
dicho haz la involucién ortogonal, luego ambas son la misma. Por consiguiente,
los pares de rectas conjugadas respecto a € que pasan por F; son perpendiculares,
es decir, F; es realmente un foco. Reciprocamente, si un punto real P cumple
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la definicién de foco, las tangentes a € por P deben pasar por C; y Cs, luego P
es uno de F;. Asf pues:

Teorema 10.47 Una hipérbola o una elipse real o imaginaria que no sea una
circunferencia tiene exactamente dos focos. Ambos estan sobre un eje y simé-
tricamente situados respecto al centro. El eje que contiene a los focos se llama
eje mayor de la conica, mientras que al otro se le llama eje menor. Si la conica
es real los focos son puntos interiores.

Una forma de ver que los focos son interiores es observar que los focos ima-
ginarios son las intersecciones con el eje menor de las tangentes a la cénica por
los focos reales. Como son imaginarios, dichas tangentes también han de serlo,
luego por los focos no pasan tangentes reales.

Ejercicio: jPor qué en la figura los focos aparecen como puntos exteriores?

Los ejes de € no pueden ser tangentes (porque pasan por el centro), luego
cada uno corta a € en dos puntos distintos (reales o imaginarios conjugados).
Digamos que a corta a € en Ay, As y que b corta en By, Bs. Llamaremos vértices
a estos cuatro puntos, aunque no son necesariamente reales. Obviamente en
una elipse imaginaria son todos imaginarios. En una elipse real son todos reales
(porque el centro es interior) y en una hipérbola los vértices del eje mayor son
reales (porque este eje pasa por los focos, que son interiores), mientras que los
del eje menor han de ser imaginarios conjugados, pues dicho eje es la polar de
A, que es un punto interior, luego el eje menor es exterior y no corta a C.

Definicion 10.48 Llamaremos directrices de una cénica a las polares de sus
focos.

Si llamamos dy, dg, d} y db a las polares de Fy, Fy, F|, F} respectivamente,
tenemos que d; y do son rectas reales exteriores a la cénica (salvo en el caso
de una elipse imaginaria, en que esto no tiene sentido). Las directrices d; y
ds pasan por el polo de F1F5, que es By, luego son paralelas al eje menor,
luego perpendiculares al eje mayor. Similarmente, d} y d pasan por Ay, y son
conjugadas imaginarias.

d1 B1 dQ
D1 A1 }Ii’l O }%’2 A2 D2
By

Veamos ahora una propiedad importante de los focos de una elipse real o
de una hipérbola. Tomemos un punto real finito X en C que no esté en sus
ejes. Por el dual del teorema 9.30 tenemos que la tangente ¢ a € por X es
una recta doble de la involucion en el haz de rectas de centro X que empareja
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(XC1,XCy), (XF,XFy), (XF,, XF}). La otra recta fijada, digamos n, ha de
ser la conjugada harménica de t respecto a XC; y X Cs, luego la conjugada de ¢
respecto a la involucién inducida en el haz por la involucién ortogonal. Es decir,
t y n son perpendiculares. Se dice que n es la recta normal a la cénica por X.
Tenemos también que X F} y X F5 son conjugadas harménicas respecto a t y n.
Por consiguiente:

Teorema 10.49 Si C es una elipse real que no sea una circunferencia (o una
hipérbola), entonces la normal (tangente) a € por uno cualquiera de sus puntos

X es la bisectriz del angulo Fl/X\Fg, donde Fy y Fy son sus focos.

En realidad en la prueba hemos excluido la posibilidad de que X fuera uno
de los vértices de la conica, pero este caso es trivial. El teorema anterior puede
interpretarse como que si un rayo de luz parte de un foco de una elipse y se
refleja en ella, entonces el rayo reflejado pasard por el otro foco. Si la conica
es una hipérbola el rayo reflejado estard también sobre la recta que pasa por el
otro foco, pero se reflejard en sentido contrario. Es esta propiedad la que ha
dado lugar al término “foco”.

Volvemos ahora a las parabolas. Sélo nos queda probar que una pardbola
tiene un unico foco. Si € es una parabola, la recta infinita es tangente a C.
El punto de tangencia es el centro O. Entonces las tangentes a C por cada
punto circular C; son la propia recta infinita y otra recta l;. Sea L; el punto de
tangencia y sea F' =11 Nly. La polar de F' es la recta d = L1 L.

Cy

Veamos que F' y d son reales. La polaridad
de la cénica hace corresponder cada punto de
la recta infinita con una recta que pasa por O.
La involucién ortogonal se corresponde con una
involucién cuyas rectas fijas son OL; y OLa.
A su vez, esta involucién induce otra sobre la
parabola, cuyos puntos fijos son Li y Lo. Como
la parabola es real, éstos son imaginarios conju-
gados, luego la recta que los une es real, pero
ésta es d, luego su polo F' también es real, asi como la recta OF y el punto A
donde éste corta a la parabola.

Como en el caso de las elipses y las hipérbolas
se razona facilmente que F es el unico foco de la
pardbola. Ademds es un punto interior, luego la
directriz es exterior.

Veamos que A es el vértice de la parabola,
con lo que O A seréd su eje. Sea By, el polode OA,
es decir, el punto infinito de la tangente por A.
Entonces las rectas F'Bo, y OA son conjugadas
- y pasan por F', luego son perpendiculares. Por
A consiguiente By es el conjugado ortogonal de O.
d En particular la tangente por A es perpendicular




342 Capitulo 10. La geometria parabdlica

a OA, lo que prueba que A es el vértice. Puesto que F' estd en la polar de B,
tenemos ademas que B, estd en d, luego la directriz es perpendicular al eje.

Teorema 10.50 Una pardbola tiene un unico foco, el cual es un punto interior
situado sobre su eje.

Sea P un punto real de una hipérbola €. Aplicamos el dual del teorema 9.31
al triangulo de vértices Cy, Co, F y al punto X, con lo que resulta que la
tangente ¢ por X es una recta fija de la involucién que en el haz de rectas de
centro X determinan los pares XC1, XCs y XF, XA,,. Sin es la otra recta
fija, tenemos que X7 y X5 estan separados harmoénicamente por t y n, luego
t y n son conjugadas respecto de la involucién que fija a XC7 y XCs, pero ésta
es la involucién inducida en el haz por la involucién ortogonal, luego t y n son
perpendiculares y n es la recta normal a € por X. Con esto llegamos al andlogo
de 10.49:

Teorema 10.51 Si C es una pardbola y F es su foco, la tangente y la nor-
mal a C por uno cualquiera de sus puntos X son las bisectrices de los dngulos
determinados por X F y la paralela al eje por X.

Podemos interpretar esto como que un espejo parabdlico condensa en su foco
todos los rayos de luz que le llegan paralelamente a su eje. Esta es la razén por
la que las antenas parabdlicas tienen forma de paraboloide, que es la superficie
que se genera al girar una parabola alrededor de su eje.

Ejercicio: Probar que por un punto que no esté sobre una cénica y que no sea un foco
pasa exactamente un par de rectas perpendiculares conjugadas respecto a la misma.

Consideremos una cénica real € que no sea una circunferencia. Sea F' uno
de sus focos y d la directriz correspondiente. Sea D el punto en que d corta al
eje mayor a. Sea H el punto tal que D es el punto medio de F'y H. Sea h la
paralela a d que pasa por h. Consideremos la homologia f de centro F'y eje h
que transforma D en el punto infinito de DH. Considerando razones dobles se
ve enseguida que la imagen del punto infinito ha de ser D (por ser el conjugado
harménico de D respecto a F'y H). Por otra parte f deja invariante el punto
infinito comun a d y h, luego f[d] intercambia d con la recta infinita.

Como F es el polo de d respecto a C, es claro que F' sera el polo de la recta
infinita respecto de f[C], es decir, F es el centro de C.

Las tangentes a € que pasan por F tocan a C en dos puntos de d, y f los
transforma en los puntos infinitos de dichas tangentes, pero por definiciéon de
foco éstos son los puntos circulares. Asi pues, los puntos circulares estan en
f[€], luego f[€] es una circunferencia.

Sea P’ cualquier punto de Cy P = f(P’). Sea X = PP'Nh y Py el punto
infinito de PP’. Entonces X P, PF = Px XP'F, luego R(X, Ps, P, F) =
R(Pso, X, P, F) =R(X, Py, F, P"), es decir,

— —
XP XF
= =,
XF XP
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de donde

— — P—— — — —

XF+FP XP +PF FP 'F
— = — = —_— = —-

XF XP XF XP

P’ D'

F D

P

Ahora tomamos moédulos y aplicamos el teorema de Tales

FP _XF _TD PF _ PF

= i e
FP X P! P'D P D FD

b

donde D’ es el punto donde la perpendicular a d desde P’ corta a d.
Ahora notamos que P’'D’ es la distancia de P’ a d. Por otra parte PF no
depende de P, pues es el radio de f[C]. Por consiguiente:

Definicién 10.52 Sea C una coénica real que no sea una circunferencia. La
razén entre las distancias de un punto de € a uno de sus focos y a su directriz
correspondiente es constante y la llamaremos excentricidad de C.

Puesto que la reflexién respecto al eje menor transforma la conica en si
misma, es facil ver que la excentricidad no depende del foco con que se calcula.
En particular, si A es el vértice que se encuentra en la misma semirrecta que F'
respecto al centro, la excentricidad puede calcularse como

_AF
~ A

e

Puesto que la homologia f transforma la recta infinita en la directriz d, es
claro que € serd una elipse, una parabola o una hipérbola segin si d es exterior,
tangente o secante a f[C]. Segun el caso, el cociente

PF
€ = ———
FD

serd menor, igual o mayor que 1. Por consiguiente:

Teorema 10.53 Una cdnica C es una elipse, una pardbola o una hipérbola
segun si su excentricidad es menor, igual o mayor que 1.
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Esto vale para las circunferencias si convenimos que su excentricidad es 0.

Por otra parte, dado un punto cualquiera F', una recta cualquiera d que no
pase por O y un numero e > 0, la figura C de los puntos tales que la razén de
las distancias a F' y d es e forman una cénica real no degenerada. En efecto,
tomando un sistema de referencia ortonormal adecuado podemos suponer que
F=(0,0)yd=x= D, con D> 0. Entonces la condicién equivale a

2+ =e2(D —z)2.
Esta ecuacion corresponde a la cénica de matriz

1—¢e2 0 e2D
A= 0 1 0 . (10.2)
e2D 0 —e2D?

Su determinante es —e2D?, luego no es degenerada. Ademds haciendo y = 0
obtenemos que la ecuacién se cumple para x = ﬁD, luego € no es imaginaria.

Miés ain, F es un foco de €. Para probarlo notamos primero que d = p(F),
luego la interseccion de D con C esta formada por los puntos de contacto de
las tangentes que pasan por F. Haciendo z = D en la ecuacién obtenemos que
éstos son (D, +Di, 1), luego las tangentes son las rectas que pasan por estos
puntos y (0,0, 1). Es claro que contienen a los puntos (D, +Di,0) = (1, £¢,0),
que son los puntos circulares, luego F' es ciertamente un foco y d la directriz
correspondiente. Asi pues:

Teorema 10.54 Dada una recta d, un punto F' que no esté en D y un nimero
e > 0, la figura formada por todos los puntos tales que la razon de las distancias
a F yd sea igual a e es una conica real con un foco igual a F, directriz d
y excentricidad e. Toda conica real que no sea una circunferencia es de esta
forma.

Esto implica que toda cénica que no sea una circunferencia estd completa-
mente determinada por su excentricidad, uno de sus focos y su directriz co-
rrespondiente. Las semejanzas conservan las proporciones, por lo que también
conservan la excentricidad de las cénicas. Como fijan o invierten los puntos
circulares, es claro que conservan los focos (luego también las directrices). Por
otra parte, dadas dos conicas, siempre es posible transformar la primera me-
diante una semejanza para obtener otra con un foco y una directriz comun con
la segunda. Si ambas tenian la misma excentricidad, entonces la cénica que
obtenemos coincide con la segunda. En resumen:

Teorema 10.55 Dos conicas reales son semejantes si y solo si tienen la misma
excentricidad.

Como siempre, el argumento no incluye las circunferencias, pero el resultado
es valido igualmente para ellas. En particular dos pardbolas cualesquiera son
semejantes.
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Algunas relaciones Vamos a probar varias relaciones importantes entre los
elementos de una cénica, la mayoria de las cuales las conocemos ya de la
seccion 4.8. Conviene introducir algunas definiciones:

Llamaremos semiejes mayores de una elipse a los segmentos que unen su
centro con sus vértices en el eje mayor. También llamaremos semieje mayor a la
longitud de estos segmentos, y la representaremos por a. Andlogamente se define
el semieje menor, que representaremos por b. En una hipérbola sélo tenemos
definido el semieje mayor. La distancia focal de una elipse o una hipérbola es la
distancia de su centro O a cualquiera de sus focos, y la representaremos por c.
Para una hipérbola, definimos formalmente b = v/c2 — a2.

Teorema 10.56 Sea C una conica real. Entonces:

1. Si C es una elipse, sus puntos son exactamente los que cumplen

PF1+PF2 = 2a.

2. Si C es una hipérbola, sus puntos son exactamente los que cumplen
PF, — PFy = +2a.
3. Si C es una elipse, la distancia de un vértice menor a uno de los focos es
a, y se cumple a®> = b% + 2.
4. 8i C es una elipse o una hipérbola, e = c/a.

5. Si € es una hipérbola, el dngulo que forman sus asintotas es el dado por

2
cost) =1— =
DEMOSTRACION: 1) Dado un punto P de €, sean D1 y D los puntos de las
directrices donde se alcanza la distancia de éstas a P. Entonces

PF1+PF2:6PD1+6PD2:6D1D2.

Por lo tanto la suma de las distancias a los focos es constante. Evaludndola
en un vértice es facil ver que es exactamente 2a. Se comprueba sin dificultad
que los puntos que cumplen esta ecuacién forman una cénica que contiene a C,
luego ha de ser C.

2) La prueba es similar a la anterior, salvo que ahora PD; — PDy es la
distancia entre las dos directrices con signo positivo o negativo segin la rama
en que esté P, luego la diferencia de distancias sélo es constante en médulo.

3) Si B es uno de los vértices menores, tenemos que BF; + BF; = 2a, pero

—_—
ambos sumandos son iguales. Si A es un vértice mayor, el tridngulo BAF; es
rectdngulo, lo que nos da la relacién a® = b + ¢2. En particular vemos que el
semieje mayor es ciertamente mayor que el semieje menor.
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4) La matriz (10.2) corresponde a una cénica arbitraria con un foco en (0, 0)
y directriz x = D. Es facil calcular su centro y su vértice:

e’D eD
o(-i=%). (%)

ed e2D
:7’ c:—’
i-e 1=

luego

a

luego ciertamente e = ¢/a.

5) La cénica de matriz A segiin 10.2 corta a la recta infinita en los pun-
tos (1,+ve? — 1,0), luego sus asintotas son las polares de estos puntos, cuyas
ecuaciones son (1 — e?)z +ve2 — 1y + 2D = 0. Los vectores directores son
(£ve2 — 1,1 — €?) y al calcular el dngulo que forman obtenemos la férmula
pedida. n

Las hipérbolas cuyas asintotas forman dngulos rectos se llaman equildteras.
Segtin el teorema anterior son exactamente las de excentricidad e = /2.

Ejercicio: Si A; y Az son los vértices mayores de una elipse o una hipérbola y F' es
uno de sus focos, FA; FAs = b2,

10.5 Espacios de dimensiones superiores

Un espacio parabdlico es un espacio afin en cuyo hiperplano infinito se ha
fijado una polaridad simétrica. Si no existen puntos autopolares obtenemos el
espacio euclideo usual. En general, fijar una polaridad simétrica en el hiperplano
infinito es equivalente a fijar una forma bilineal simétrica en el espacio vectorial
asociado al espacio afin (en realidad cada polaridad determina una forma bilineal
salvo una constante). El ntmero de geometrias reales parabdlicas distintas
aumenta con la dimensién. En dimensién 3 todavia tenemos sélo dos, una
correspondiente a la polaridad de indice 0 (la geometria euclidea) y otra a la
polaridad de indice 1, que es el andlogo tridimensional del plano de Lorentz.
En dimensién 4 tenemos ya tres espacios, el euclideo, de indice 0, el espacio de
Minkowski, de indice 1, que es el auténtico espacio de la teoria de la relatividad
especial, y el de indice 2, que puede verse como suma de dos planos de Lorentz.

Un estudio sintético de los espacios parabdlicos puede volverse poco practico
en dimensiones superiores, pero un enfoque algebraico desde el punto de vista
de la geometria proyectiva puede ser en ciertos casos preferible al tratamiento
puramente afin, que es el méds habitual. El lector no deberia tener problemas en
generalizar a dimensién tres los resultados algebraicos que hemos obtenido en
este capitulo. En tal caso el plano infinito puede contener una cdénica circular
en lugar de dos puntos circulares.

El papel andlogo al de las cénicas lo juegan las llamadas cuddricas, que
algebraicamente pueden definirse como las figuras formadas por los puntos que
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en un sistema de referencia satisfacen una ecuacién matricial similar a la de
las conicas. Entre ellas se encuentran las esferas, que juegan el papel de las
circunferencias.






Capitulo XI

La geometria circular

Sabemos que los puntos de una cénica se corresponden con los de una recta
a través de las proyecciones perspectivas con centro en un punto de la cénica.
Estas proyecciones son homografias, lo que en muchas ocasiones nos ha per-
mitido tratar a las cénicas como rectas o viceversa. En este capitulo vamos a
estudiar una relacién similar entre figuras con una dimensién méas. No hemos
desarrollado la teoria de las “cénicas bidimensionales”, las llamadas cuddricas,
pero no perdemos generalidad, y de hecho es més natural, si nos centramos en
la relacién entre el plano y la esfera.

11.1 La proyeccion estereografica

Aunque no hemos hablado de esferas hasta ahora, los hechos que necesita-
mos sobre ellas son todos elementales y requieren poco mas que el teorema de
Pitagoras. Comencemos con la definicién.

Definicién 11.1 Una esfera de centro un punto O y radio r > 0 en un espacio
tridimensional euclideo F es el conjunto de todos los puntos de E cuya distancia
a O esigual a r.

Si fijamos un sistema de referencia con origen en O, es claro que la esfera
estd formada por los puntos cuyas coordenadas cumplen la ecuacién

22 +y? 4+ 22 =12

Si 7 es un plano, la distancia de O a 7 se define como la distancia de O al
punto donde la perpendicular a 7 por O corta a 7. Es facil ver que es la menor
distancia posible entre O y un punto de 7w. Se comprueba sin dificultad que si
S es la esfera de centro O y radio r y si la distancia de O a 7 es d, entonces
SN es vacia si d > r, un punto si d = r o una circunferencia de radio v/r% — d2
si d < r. Reciprocamente, toda circunferencia contenida en S es la interseccién
con S del plano que la contiene.

349
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Es muy préctico referirse a una esfera con el vocabulario propio de la geo-
graffa. Fijado un sistema de referencia con origen en su centro, el punto (0,0, r)
es el polo norte, el punto (0,0,—r) es el polo sur, la circunferencia z = 0 es el
ecuador, las circunferencias que pasan por ambos polos son los meridianosy las
circunferencias determinadas por planos paralelos al ecuador son los paralelos.

Ahora podemos definir la proyeccion estereogrdfica de una esfera S en su
plano ecuatorial m como la aplicacién que a un punto P de S que no sea el polo
norte N le hace corresponder el punto P’ donde la recta N P corta a w. Observar
que las rectas que pasan por N y son paralelas a m forman un plano que dista r
del centro de la esfera, luego ninguna de ellas corta a S en otro punto P, luego
la proyeccién estd bien definida y es facil ver que biyecta S\ {N} con .

N

N

Conviene calcular su expresion en coordenadas. Por simplicidad supondre-
mos que la esfera tiene radio 1. Dado uno de sus puntos P = (z,y, 2) que no
sea el polo norte, la recta que lo une con N es

(0,0,1) + AM(z,y,2—1), AeR.

El valor de A que hace que este punto esté en 7 es el que cumple 1+A(z—1) = 0,
osea, A =1/(1 — z). El punto de corte es

z Yy
P = —_— .
(1—2’1—z’0>

Asi pues, si tomamos como sistema de referencia en 7 el formado por O y
los dos primeros vectores de la base del sistema de referencia de E, la expresion
en coordenadas de la proyeccion estereografica es

f(‘r’yvz): <1f27132)

También es facil obtener una expresiéon para la inversa. Dado un punto
P’ = (a,b) en 7, la recta que pasa por N y P’ es

(0,0,1) + Aa,b,—1), A€R,

y los puntos de esta forma que estan en la esfera son los que cumplen
(Aa)2+ (Ab)2+ (1—N)? =1,

lo que implica que o bien A = 0 (que corresponde al polo norte) o bien

- 2
At 441
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que corresponde al punto

2 2

g(a,b)—( . 2‘; - 2b2 ,a2+b2 1). (11.1)
a?+02+1"a*4+02+1 a*+0b2+1

La situacién que encontramos no es completamente analoga al caso bidi-
mensional. Al proyectar una cénica en una recta podiamos asignar también una
imagen al centro de la proyeccién de modo que toda la cénica se correspondia
con toda la recta proyectiva. En cambio, si tratamos de extender la proyeccion
estereografica a la complecién proyectiva de m nos encontramos con que hay in-
finitos puntos infinitos a los que tenemos que asignar una antiimagen mientras

que sélo nos queda un punto en la esfera al que asignar una imagen.

Por lo tanto, tenemos que los puntos de la esfera no se corresponden con
los del plano proyectivo, sino con los del plano completado con un tnico punto
infinito. Llegados aqui la teoria encaja con otra parte de la geometria proyec-
tiva. Podemos identificar los puntos del plano afin real con los de la recta afin
compleja, con la diferencia de que la complecién proyectiva de la recta compleja
se obtiene adjuntando un solo punto. Asi pues, resulta que los puntos de la
esfera se corresponden de forma natural con los de la recta proyectiva compleja.
Fijado un sistema de referencia en el espacio de la esfera y otro en la recta
compleja, una biyeccién entre esfera y recta es la dada por

_ 7 Y
f(xayaz)_l_z+7'1_za

entendiendo que f(0,0,1) = co. Alternativamente, f(x,y,z) = (x + yi, 1 — 2).

Aunque desde un punto de vista estricto la recta proyectiva compleja es toda
ella una recta, sin més distincion, lo cierto es que, fijado en ella un sistema de
referencia proyectivo, podemos pensar en ella como R?U{oo} y hablar de rectas
y circunferencias reales. Enseguida veremos que conviene adoptar el convenio
siguiente:

Consideraremos que el punto infinito pertenece a todas las rectas de
R2, de modo que es colineal con cualquier par de puntos finitos.

Por ejemplo, con este convenio podemos enunciar:

Teorema 11.2 La proyeccion estereogrdfica biyecta las circunferencias de la
esfera con las rectas y las circunferencias de R? U {oc}.

DEMOSTRACION: Una circunferencia en la esfera S estd formada por los
puntos que cumplen la ecuacién de un plano: Az + By + Cz+ D = 0. La
expresion (11.1) nos da entonces que las coordenadas (a,b) de sus imagenes han
de cumplir

24a+ aBb+ C(a® +b* — 1)+ D(a® +b* + 1) =0,
0 equivalentemente,

(C + D)(a* + b*) +24a +2Bb+ (D — C) = 0. (11.2)
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Reciprocamente, todos los puntos que cumplen (11.2) provienen de puntos en
la circunferencia dada. Ahora bien, esta ltima ecuacién corresponde a una
circunferencia si C' # —D y a una recta si C' = —D. Notemos que esto sucede
si y s6lo si el polo norte (0,0,1) estd en la circunferencia de partida, luego las
circunferencias que pasan por el polo norte son las que se transforman en rectas,
las cuales contienen, por convenio, la imagen del polo norte.

Por otra parte es claro que ajustando A, B, C y D se puede hacer que
los coeficientes de (11.2) tomen cualquier conjunto de valores, luego todas las
circunferencias y todas las rectas del plano son imédgenes de circunferencias de
la esfera. n

11.2 Transformaciones circulares

En esta seccion describiremos las homografias de la recta proyectiva compleja
P(C) = R? U {00} desde el punto de vista de la geometria euclidea de R?. En
la seccién siguiente las relacionaremos con la esfera a través de la proyeccion
estereogréfica.

Sabemos que las homografias de la recta compleja son las aplicaciones de la
forma

az+b

f(z)= et d con ad — bc # 0.
Si ¢ = 0 tenemos simplemente una aplicacién de la forma f(z) = az +b. Si

¢ # 0 podemos expresarla como

a b—%d
f(z)ingcz—l—d’

con lo que en cualquier caso f se expresa como composicién de aplicaciones de
la forma z +— az + b con la inversién z — 1/z. Vamos a estudiar por separado

cada una de estas aplicaciones. Comencemos por la ultima. .

La aplicacién z +— 1/z transforma 0 en el punto infinito.
Si z # 0 entonces admite una expresién en coordenadas po-
lares como z = |z|g, y entonces su inverso es 2| ;. Ahora
bien, el punto |z|;1 es el inverso de z respecto a la circun- |Z|9_1
ferencia de centro 0 y radio 1 en el sentido de la definicién 21
10.27, luego z +— 2z~ ! es la composicién de esta inversién
con la reflexién respecto al eje real.

Consideremos ahora las aplicaciones de la forma z — az + b. Podemos
descomponerlas como composicién de un producto z — az y una suma z +— b+z.
La suma es geométricamente una traslacién, luego se expresa como producto de
dos reflexiones. El producto se descompone a su vez en los productos

a
z——2z y z|alz

|al
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El primero es un giro, luego también es un producto de dos reflexiones. El
segundo es una homotecia de centro 0. Veamos que puede expresarse como
composicion de dos inversiones respecto a dos circunferencias de centro 0. En
efecto, la inversion respecto a la circunferencia unitaria transforma cada nimero
z de argumento 6 en |z|,', y si ahora aplicamos la inversién respecto a la
circunferencia de radio 7 obtenemos r2|z|s. Sir = \/|a| esto es |alz.

Con esto tenemos probada la mitad del teorema siguiente:

Teorema 11.3 Las homografias de P1(C) son las aplicaciones expresables como
composicion de un numero par de reflexiones respecto de rectas e inversiones
respecto de circunferencias.

DEMOSTRACION: Hay que probar que un producto de dos reflexiones/inver-
siones es una homografia. Observar que las inversiones respecto a circunferencias
no son biyectivas en el plano proyectivo euclideo, pues hacen corresponder el
centro de la circunferencia con todos los puntos infinitos, pero sf lo son en P*(C),
si convenimos que intercambian el centro con el inico punto infinito. Del mismo
modo podemos considerar a las biyecciones afines de R? como biyecciones en
P1(C) si convenimos que todas ellas fijan a co.

El producto de dos reflexiones es un giro o una traslacién. Las traslaciones
son de la forma z +— z + a, luego son homografias. Si f es un giro de centro
O, entonces z — f(z+0) — 0 es un giro de centro O, luego existe un nimero
complejo a de médulo 1 tal que f(z+ O) — O = az, luego f(z) = a(z— O) + O,
luego es una homografia.

Consideremos ahora una reflexién f y una inversiéon g. Supongamos primero
que el eje de f pasa por el centro de la circunferencia fijada por g. Conside-
remos una traslacién que lleve dicho centro al punto 0, seguida de un giro de
centro 0 que transforme el trasladado del eje de f en el eje real, seguido de una
homotecia de centro 0 que transforme la traslacién de la circunferencia de g en
la circunferencia unidad. Si llamamos h a esta composicién, es claro que h es
una homografia. Mas auin, es una semejanza del plano euclideo. Es facil ver que
h~'fh es la reflexién respecto al eje real y que h~'gh es la inversién respecto
de la circunferencia unidad. Por consiguiente h='fhh='gh y h~*gh h~! fh son
ambos iguales a la homografia z — 1/z, luego fg y ¢gf también son homografias.

Supongamos ahora que el eje de f no pasa por el centro de la circunferencia
de g. Sea f’ una reflexién respecto a una recta que pase por dicho centro. En-
tonces fg = ff'f'g es el producto de dos homografias, luego es una homografia,
e igualmente se prueba que gf lo es.

Si tenemos una composicién de dos inversiones f y g, tomamos como h la
reflexién respecto a la recta que pasa por los centros de sus circunferencias (una
cualquiera si ambos coinciden). Entonces fg = fhhg es un producto de dos
homografias, luego es una homografia, y lo mismo vale para gf. m

Definicién 11.4 Llamaremos transformaciones circulares a las biyecciones de
P1(C) en s mismo que se expresan como producto de reflexiones e inversiones.
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Una transformacion circular es directa si se expresa como producto de un niimero
par de reflexiones e inversiones. En caso contrario es inversa. Llamaremos grupo
circular al grupo de todas las transformaciones circulares.

Hemos probado que las homografias en C son las transformaciones circulares
directas. Una transformacién circular no puede ser a la vez directa e inversa,
pues en tal caso podriamos expresar una reflexién o una inversiéon como producto
de un numero par de ellas, luego seria una homografia, pero esto es imposible,
pues las reflexiones y las inversiones fijan a infinitos puntos.

Es claro que las homografias que fijan a co son las de la forma z — az+ by
hemos visto que éstas se descomponen en producto de un ntimero par de reflexio-
nes (sin que aparezcan inversiones). Mds en general, si f es una transformacién
circular que fija a 0o, o bien es una homografia y estamos en el caso anterior, o
bien es inversa, y entonces podemos tomar cualquier reflexién g y tenemos que
h = fg es una homografia que fija a oo, luego f = hg es también producto de
reflexiones. Puesto que las composiciones de reflexiones son las semejanzas de
R?, hemos probado lo siguiente:

Teorema 11.5 Las transformaciones circulares que fijan a 0o son exactamente
las semejanzas de R2.

Si una transformacién circular f es directa y deja fijos a tres puntos (finitos
0 no) entonces es la identidad, porque es una homograffa. Si f es inversa esto
ya no es cierto, pero sélo hay dos posibilidades. En efecto, sea g la reflexién
respecto de la recta que pasa por los tres puntos fijos si son colineales o la
inversién respecto de la circunferencia que pasa por ellos si no lo son. Entonces
fg es una homografia que fija a los tres puntos, luego es la identidad, luego
f = g. Hemos probado el teorema siguiente:

Teorema 11.6 Si una transformacion circular fija a tres puntos (finitos o no),
entonces es la identidad, una reflexion o una inversion.

De aqui podemos deducir muchas consecuencias interesantes:

Teorema 11.7 Si f es una transformacidon circular y g es una reflexion o una
inversion, entonces f~1gf es una reflexidn o una inversion.

DEMOSTRACION: Sean A, B, C tres puntos fijados por ¢g. Entonces f~'gf
fija a f(A), f(B) y f(C), luego por el teorema anterior es la identidad, una
reflexién o una inversién. Como es una transformacién inversa no puede ser la
identidad. L]

Teorema 11.8 Las transformaciones circulares transforman cada circunferen-
cia y cada recta en una circunferencia o una recta.

DEMOSTRACION: Sea f una transformacién circular. Dada una recta o
circunferencia C', sea g la reflexién o inversién que fija a sus puntos. Entonces
f~lgf es también una reflexién o una inversién, y fija exactamente a los puntos
de f[C], luego f[C] es una recta o una circunferencia. n
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Teorema 11.9 Si C' y C’ son dos rectas/circunferencias, existe una transfor-
macion circular que transforma una en otra.

DEMOSTRACION: Tomemos tres puntos P, @, R en C y tres puntos P, @,
R’ en C' y sea f la homografia PQR « P'Q'R’. La imagen de C por f contiene
tres puntos de C’, luego ha de ser C’, pues por tres puntos pasa una unica
recta/circunferencia. "

En vista de los teoremas anteriores resulta razonable introducir los convenios
siguientes:

Definicién 11.10 Llamaremos circunferencias de P1(C) a las rectas y a las
circunferencias. Llamaremos inversiones tanto a las reflexiones como a las in-
versiones (respecto a circunferencias).

En estos términos las transformaciones circulares transforman circunferen-
cias en circunferencias, y cualquier par de circunferencias estan conectadas por
una transformacion circular. Por tres puntos cualesquiera pasa una unica cir-
cunferencia.

El teorema fundamental de la geometria afin nos permite caracterizar las
transformaciones circulares:

Teorema 11.11 Una biyeccion de P1(C) en si mismo es una transformacion
circular si y sélo si transforma circunferencias en circunferencias.

DEMOSTRACION: Sea f una biyeccién que transforme circunferencias en
circunferencias. Sea f(oo) = P. Sea g cualquier transformacién circular que
cumpla g(P) = oo. Entonces fg transforma circunferencias en circunferencias
y deja fijo a 0o, luego vista como aplicacién en R? transforma rectas en rectas.
Por el teorema fundamental de la geometria afin se trata de una biyeccion afin,
luego se extiende a una homografia en R%2. Como transforma circunferencias
en circunferencias es una semejanza, luego es una transformacion circular y f
también. m

Ejercicio: Probar que cada circunferencia C' divide al plano en dos partes, de modo
que dos puntos estin en la misma parte si y sélo si existe un segmento de circunferencia
que los contiene y no corta a C'. Ademads una transformacion circular hace corresponder
dos puntos a un mismo lado de una circunferencia con puntos a un mismo lado de su
imagen.

11.3 Homografias en la esfera

Los resultados de la seccién anterior muestran que la geometria circular no
distingue las rectas de las circunferencias. Esto resulta completamente natural
cuando se relaciona con la geometria de la esfera.

Definicién 11.12 Sea S una esfera en un espacio tridimensional euclideo F.
Una homografia en S es una biyeccion f : S — S inducida por restriccién a
partir de una homografia en F que fije a S.



356 Capitulo 11. La geometria circular

Vamos a probar que la proyeccién estereogrifica hace corresponder las ho-
mografias de una esfera con las transformaciones circulares de la recta compleja.

Las homografias de E transforman planos en planos, luego las homografias
de una esfera S transforman circunferencias en circunferencias. Cuando compo-
nemos una homografia f en S con la proyeccién estereografica p obtenemos una
biyeccién p~! fp de la recta compleja en si misma que claramente transforma
circunferencias en circunferencias, luego es una transformacion circular. Hemos
de probar que toda transformacién circular puede obtenerse de este modo. De
hecho basta probar que todas las reflexiones de la recta compleja provienen
de homografias en la esfera, ahora bien, dada una inversién f, la antiimagen
en S del conjunto de puntos fijados por f es una circunferencia en S, luego
si probamos que existe una homografia que fija a dicha circunferencia, su co-
rrespondiente en P!(C) serd una transformacién circular que fija a la misma
circunferencia que f, luego serd f. En resumen, basta probar que para cada
circunferencia C' en S existe una homografia en S que no es la identidad pero

fija a todos los puntos de C. Jo
Sea 7 el plano de C, sea r la perpendicular a m que

pasa por el centro O de S, sean N y M los puntos donde N

r corta a S, sea 7’ cualquier plano que contenga a r, sea

C la circunferencia en que 7’ corta a S, sea s = w N7, A S B

que es una recta perpendicular a r. Sean A y B los

puntos donde s corta a r, sea ) el polo de s. 10

El punto @ es el conjugado harmoénico de O respecto
a M y N, luego no depende de la eleccién de #n’. La
involucién en € de centro ) cumple ABMN +~ ABNM.
Consideremos ahora la homologia f de centro Q y eje ™ M
que envia M a N. Su restriccién a cada plano 7’ cumple ABM ~ ABN, luego
es de hecho la involucién anterior, luego en particular fija a S N 7', luego f fija
a S, con lo que induce una homografia en S que ciertamente fija a cada punto
de C.

Con esto tenemos demostrado el teorema que perseguiamos:

Teorema 11.13 La proyeccion estereogrdfica induce un isomorfismo entre el
grupo de homografias de una esfera y el grupo de transformaciones circulares
de la recta proyectiva compleja.

Este teorema nos permite traducir a términos de homografias en esferas los
resultados que ya conocemos sobre transformaciones circulares. Por ejemplo,
dada una circunferencia C' en una esfera S, existe una tnica homografia en S
distinta de la identidad que fija a todos sus puntos, a la cual llamaremos in-
version respecto a C'. Toda homografia en una esfera es producto de reflexiones.
Si una homografia fija a tres puntos es la identidad o la inversién respecto a la
circunferencia que los contiene.

A su vez, el teorema anterior nos aporta un dato importante sobre las trans-
formaciones circulares:
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Teorema 11.14 La restriccion de una transformacion circular a una circun-
ferencia es una transformacion circular. Mds ain, cada homografia entre dos
circunferencias se extiende a una unica transformacion circular directa.

DEMOSTRACION: La restriccién de una transformacién circular a una cir-
cunferencia C' puede descomponerse en producto de tres homografias: primero
la inversa de la proyeccién estereografica, que es una proyeccién perspectiva
que transforma C' en una circunferencia C’ en S, luego la homografia que in-
duce en la esfera la homografia correspondiente a la transformacién dada, que
transforma C’ en otra circunferencia C”, y por ultimo la restriccién a C” de la
proyeccién estereografica, que es de nuevo una proyeccién perspectiva.

Dada una homografia entre dos circunferencias, tomamos tres puntos de la
primera y consideramos la transformacion circular directa que coincide sobre
ellos con la homografia dada. Obviamente ambas han de coincidir sobre toda la
circunferencia y la unicidad es clara. m

11.4 Conservacién de angulos

Vamos a definir el dngulo entre dos circunferencias secantes y probaremos
que las transformaciones circulares conservan angulos. Antes conviene aclarar
las posiciones relativas entre dos circunferencias cualesquiera:

Teorema 11.15 Dos circunferencias distintas tienen cero, uno o dos puntos
en comun. Segun el caso se llaman disjuntas, tangentes o secantes. Dado un
punto A en una circunferencia C y un punto B que no esté en C, existe una
dnica circunferencia C' que pasa por B y toca a C en A.

DEMOSTRACION: Aplicando una transformacién circular si es preciso, pode-
mos suponer que una de las circunferencias pasa por oo y la otra no, con lo que
tenemos una recta y una circunferencia (en el sentido usual), luego efectivamente
se cortan en a lo sumo dos puntos.

Respecto a la segunda parte, aplicando una transformacién circular podemos
suponer que A es el punto infinito, con lo que el resultado equivale a que por
un punto exterior a una recta pasa una unica paralela. [

En lo sucesivo convendremos que la tangente a una circunferencia por dos de
sus puntos es ella misma. De este modo, si P es un punto de una circunferencia C'
y Q es otro punto cualquiera (en C o fuera de C), existe una unica circunferencia
tangente a C' que pasa por P y ). En estos términos la recta tangente a una
circunferencia por uno de sus puntos es la circunferencia tangente por dicho
punto y por oo.

Dos rectas secantes forman dos pares de angulos opuestos por el vértice.
Llamaremos dngulo entre ambas a la medida del menor de ellos. El dngulo entre
una circunferencia y una recta secante es el angulo entre la recta y la recta
tangente por cualquiera de los puntos de corte. No importa la tangente que se
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escoja, pues la reflexion respecto a la perpendicular a la recta por el punto medio
de los puntos de corte deja invariante a la recta y transforma una tangente en
otra. El dngulo entre dos circunferencias (usuales) secantes es el dngulo entre
sus tangentes por los puntos de corte. También es claro que no importa el punto
de corte elegido.

Con esto tenemos definido el dngulo entre dos circunferencias secantes cua-
lesquiera. La definicién puede resumirse asi: el angulo entre dos circunferencias
es el angulo entre sus rectas tangentes por oo y uno de los puntos de corte.

Teorema 11.16 Las transformaciones circulares conservan los dngulos entre
circunferencias.

DEMOSTRACION: Sean C; y Cy dos circunferencias secantes y sea P un
punto de corte (podemos suponerlo finito). Sea t; la tangente a C; por P o bien
t; = C; si C; es una recta. Entonces el angulo entre C; y C5 es por definicién
el dngulo entre t; y 2. Una inversién respecto de una circunferencia (usual) de
centro P deja invariantes a t1 y to y transforma cada circunferencia C; en una
recta sin m&s punto en comun con t; que oo (o bien ¢; = C;). En cualquier caso
transforma a C; en una recta paralela a t;, de modo que estas rectas forman
entre si el mismo dngulo que las circunferencias de partida.

Sean ahora C! las imdgenes de cada C; por una transformacién circular
arbitraria. Del mismo modo podemos transformarlas en dos rectas que forman
el mismo angulo que ellas.

El teorema se reduce, pues, a probar que si una transformacién circular hace
corresponder dos pares de rectas secantes, entonces el angulo que forman es el
mismo.

Sea f una transformacién circular que haga corresponder dos rectas secantes
r1y 72 con dos rectas secantes 1 y r5. Sea O el punto de corte de las primeras y
O’ el punto de corte de las segundas. Entonces o bien f(O) = 0"y f(c0) = o0 0
bien f(O) = o0y f(co) = O'. En el segundo caso podemos componer f con una
inversién respecto a una circunferencia de centro O, lo cual deja inalteradas
a 1 y rh pero hace que oo quede fijo. Por lo tanto los dos pares de rectas se
corresponden por una semejanza, y las semejanzas conservan los angulos. =

Los teoremas anteriores ilustran una potente técnica para obtener resultados
sobre circunferencias: reducirlos mediante inversiones a resultados sobre rectas.
El ejercicio y los teoremas siguientes son tres ejemplos més.

Ejercicio: Probar que si dos circunferencias son ortogonales, cada una de ellas queda
fija por la inversién respecto de la otra.

Teorema 11.17 Sean C1 y Cs dos circunferencias secantes. Sea P un punto
de corte y Q un punto cualquiera. Sea C{ la tangente a C; por P y Q. Entonces
el angulo entre Cy y Cy es el mismo que entre Cy y CY.

DEMOSTRACION: Basta aplicar una transformacién circular f que convierta
Q en oo. Basta probar que f[C4] y f[Cs] forman el mismo dngulo que f[C]] y
fIC%], pero esto es cierto por definicién de dngulo entre circunferencias. =
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Teorema 11.18 Sean P, Q, R y S cuatro puntos colineales y sea C' una cir-
cunferencia que tenga a PQ por didmetro. Entonces H(P,Q; R, S) si y sdlo si
toda circunferencia que pasa por R y S es ortogonal a C.

DEMOSTRACION: Supongamos H(P,Q; R, S). Aplicando una inversién po-
demos suponer que P es el punto infinito. Entonces () es el punto medio de
R y S y la circunferencia C' es la recta perpendicular a RS por (). En estas
condiciones es facil ver que toda circunferencia que pasa por Ry S es ortogonal
aC.

Supongamos ahora que se cumple esta propiedad. Tomemos una circunfe-
rencia C’ cualquiera que pase por Ry S. Por hipétesis corta ortogonalmente a
C en dos puntos A y B. Consideremos ahora la circunferencia C"" que pasa por
A, Ry el conjugado harménico de R respecto de P y Q. Por la parte anterior
C’ también es ortogonal a C, ahora bien, por dos puntos A y R pasa una tnica
circunferencia ortogonal a C, luego C' = C”, de donde S ha de ser el conjugado
harmoénico de R respecto de Py Q. n

Ahora vamos a definir el dngulo entre dos circunferencias en una esfera y
probaremos que la proyeccion estereografica conserva los angulos.

Definicion 11.19 Si dos circunferencias en una esfera .S se cortan en un punto
P, definimos el dngulo que forman como el angulo entre sus rectas tangentes
por P.

El teorema siguiente prueba en particular que el dngulo entre dos circunfe-
rencias secantes en una esfera no depende de cudl de los dos puntos de corte se
toma para calcularlo.

Teorema 11.20 La proyeccion estereogrdfica conserva dngulos.

DEMOSTRACION: Observemos en primer lugar que si C' es una circunferencia
en una esfera Sy C’ es una circunferencia tangente a C por un punto P, entonces
ambas tienen la misma recta tangente por P, concretamente, la interseccién de
los planos de C' y C’. Por lo tanto, si tenemos dos circunferencias C; y Cs y
(1, C4 son sus tangentes por Py por otro punto Q, el dngulo entre C; y Cs
es el mismo que el dngulo entre C] y C4. Por el teorema 11.17, lo mismo vale
para las proyecciones, luego basta probar el teorema para circunferencias que se
corten en un par de puntos antipodas Py Q.

Sean p; y po las proyecciones estereograficas de una esfera en dos planos
m y 7. Sea f : m —— my una isometria entre ellos. Entonces pglplf es
una biyeccién de 7o en si mismo que transforma circunferencias en circunferen-
cias, luego es una transformacién circular, luego conserva angulos, luego py o
también conserva angulos.

Esto implica que al proyectar dos circunferencias de una esfera en un plano
obtenemos dos circunferencias que forman el mismo dngulo independientemente
del plano sobre el que proyectemos. En particular, podemos utilizar la pro-
yeccion respecto al plano perpendicular a la recta PQ.
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En estas condiciones es ficil ver que las rectas tangentes a Cy y Cy tanto por
P como por @) son paralelas a las proyecciones de C; y Cy, luego los angulos
son los mismos. =

11.5 El teorema de Feuerbach

Terminamos el capitulo con una interesante aplicacién de la geometria circu-
lar a la geometria euclidea:

Teorema 11.21 (Teorema de Feuerbach) El circulo de los nueve puntos de
un tridngulo es tangente a sus cuatro circunferencias tritangentes.

DEMOSTRACION: Consideremos un tridngulo ABC. Sean A, B; y C los
puntos medios de sus lados, etiquetados como indica la figura. El circulo de los
nueve puntos es el que pasa por estos tres puntos medios.

A

Consideremos la circunferencia inscrita C; y una de las circunferencias cir-
cunscritas Gy, concretamente la que tiene su centro en la bisectriz de A. Siel
lado BC' es perpendicular a esta bisectriz, entonces es facil ver que el tridangulo
es isdsceles, ambas circunferencias tocan a BC' en su punto medio A; y el circulo
de los nueve puntos tiene también a BC' por tangente, con lo que efectivamente
toca a C1 y Cs.

Supongamos que BC no es perpendicular a la bisectriz de A. Entonces
la reflexion respecto a ella fija a C; y Ca, luego transforma a BC' en otra recta
tangente ambas circunferencias. Digamos que ésta corta a los lados del tridangulo
en los puntos A, B’ y C’. El punto A’ estd sobre la bisectriz de A.

Las rectas AB, AC, BC y B'C" son los lados de un cuadrildtero completo
dual circunscrito tanto a C; como a Cs, luego su tridngulo diagonal es autopolar
para ambas. Sus lados son las rectas AA’, BB’, CC’. Ahora bien, como el
lado AA’ pasa por los centros de las circunferencias, su polo es infinito, luego
las rectas BB’ y CC’ son paralelas y perpendiculares a AA’. Sean By y Cy
los puntos de corte, es decir, los vértices finitos del tridngulo. Notar que el
cuadrildtero completo de vértices B, B, C, C' prueba que H(By, Cy; A, A").
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Teniendo en cuenta que A; es el punto medio de BC, es facil ver que By y
Cy estan a la misma distancia de A;, luego podemos trazar una circunferencia
C de centro A; que pase por By y Cpy.

Los puntos By y Cy son conjugados respecto de las circunferencias C; y Co
y son colineales con sus centros, luego estan harmdnicamente separados por los
dos pares de puntos donde éstas cortan a AA’. Podemos aplicar el teorema
11.18 y concluir que € es ortogonal tanto a €3 como a Cp. Por lo tanto la
inversién respecto a C deja fijas a cada una de ellas. Para probar el teorema
bastara ver que esta inversién transforma el circulo de los nueve puntos en la
recta B'C’, pues ésta es tangente a las circunferencias €;, luego el circulo de los
nueve puntos también lo serd.

La recta A;B; es paralela a AB, luego no es paralela a B’C’. Sea Bs el
punto de corte. Notemos que como AA’ es la bisectriz de /L el punto Cj es el
punto medio del segmento CC”. La recta A; B, pasa por el punto medio de CB
y es paralela a BC’, luego contiene a Cy. Por otra parte, del hecho de que BB’
y CC' sean paralelas junto con que A; es el punto medio de BC se sigue que
Aj es el punto medio del segmento que une Cy con el punto Bs en que A B;
corta a BB’. Por consiguiente Bs también estd en €. Ahora observamos que

BoCoAA' Z ByCyB1 Bs,

y como H(By, Cp; A, A’), también H(Bs, Co; By, Ba), luego la involucién que €
induce en la recta Ay By por inversién (que fija a Cy y Bs) conjuga B; con Bs,
es decir, transforma B; en un punto de la recta B’C’. Simétricamente se prueba
que el inverso de C; estd también sobre B’C’ y ciertamente el inverso de A;
es el punto infinito, luego el inverso del circulo de los nueve puntos es la recta
B'C'. n

A causa de este teorema, el circulo de los nueve puntos se conoce también
como circulo de Feuerbach.






Capitulo XII

La geometria hiperbdlica

La geometria hiperbodlica es la geometria no euclidea mas préoxima a la geo-
metria euclidea, pues satisface todos los axiomas de la geometria absoluta (gru-
pos A, B, C y D) y, por consiguiente, se distingue tan sélo en que incumple
el axioma de las paralelas. Aunque podemos definir espacios hiperbdlicos de
cualquier dimensién, nos limitaremos a estudiar el caso bidimensional por sim-
plicidad. Un plano hiperbdlico puede obtenerse a partir de un plano proyectivo
por un proceso formalmente similar a como se obtiene un plano euclideo. Para
obtener un plano euclideo primero seleccionamos una recta, lo que nos permite
distinguir entre puntos finitos e infinitos y definir la nocién de paralelismo, con
lo que tenemos un espacio afin. Después fijamos una involucién eliptica en la
recta infinita, con lo que podemos definir la perpendicularidad, las semejanzas y
las isometrias. Para obtener un plano hiperbdlico basta seleccionar una cénica
real en lugar de una recta. Esto nos divide los puntos del plano proyectivo en
tres clases: puntos finitos (los interiores a la cénica), puntos infinitos (los de la
cénica) y puntos ultrainfinitos (los exteriores a la cénica). El plano hiperbdlico
propiamente dicho estd formado por los puntos finitos, de modo que dos rectas
que se corten en un punto infinito o ultrainfinito son disjuntas desde el punto
de vista hiperbdlico. Es ficil ver entonces que por un punto exterior a una recta
pasan infinitas paralelas.

Una diferencia importante respecto a la geometria afin es que ahora no nece-
sitamos introducir ninguna estructura adicional para definir la perpendiculari-
dad. El papel de la involucién ortogonal lo juega aqui la polaridad de la cénica,
y el hecho de que esté determinada por la propia cénica termina traduciéndose
en que los conceptos andlogos a los de afinidades, semejanzas e isometrias se con-
funden en uno solo en el caso hiperbdlico. En particular no hay mas semejanzas
que las isometrias. Pasemos a detallar todas estas ideas.

12.1 EIl plano hiperbdélico

Definicién 12.1 Un plano hiperbdlico es un plano proyectivo real en el que
se ha seleccionado una cénica real, a la que llamaremos conica infinita. A los

363



364 Capitulo 12. La geometria hiperbdlica

puntos interiores a la cénica infinita los llamaremos puntos finitos, a los de la
conica los llamaremos infinitos y a los exteriores ultrainfinitos. Llamaremos
grupo hiperbdlico al grupo de las homografias que fijan a la cénica. Las rectas
finitas seran las que contengan puntos finitos.

Salvo que indiquemos lo contrario, cuando hablemos de puntos y rectas en
un plano hiperbdlico sobrentenderemos que se trata de puntos y rectas finitas.
Es claro que toda recta finita contiene exactamente dos puntos infinitos, los
cuales determinan dos segmentos, uno formado por los puntos finitos y otro
por los ultrainfinitos. Observar que las aplicaciones del grupo hiperbdlico hacen
corresponder puntos finitos con puntos finitos, pues éstos se caracterizan por
que por ellos no pasan tangentes a la conica, y esta propiedad se conserva por
homografias.

En lugar de definir las rectas paralelas como las que no tienen puntos (finitos)
en comun, conviene distinguir dos clases de paralelismo:

Diremos que dos rectas son paralelas o ultraparalelas segin si se cortan en
un punto infinito o ultrainfinito. De este modo, dos rectas sin puntos (finitos)
comunes son paralelas o ultraparalelas. Es claro que por un punto exterior a
una recta pasan exactamente dos rectas paralelas, e infinitas ultraparalelas.

Diremos que dos rectas son perpendiculares si son conjugadas respecto a la
coOnica infinita. La prueba del teorema siguiente es elemental:

Teorema 12.2 Por cada punto pasa una unica perpendicular a una recta dada.
Dos rectas son ultraparalelas si y sélo si tienen una perpendicular comiun, y en
tal caso es unica.

Diremos que las rectas perpendiculares a una dada forman un haz de rectas
ultraparalelas, y es claro que tales haces estdn en correspondencia con los puntos
ultrainfinitos.

Tenemos, pues, que un plano hiperbdlico es un subconjunto de un plano
proyectivo. Si dotamos a éste de estructura euclidea tendremos una represen-
tacién del plano hiperbélico como subconjunto de un plano euclideo, con lo que
muchos de los teoremas euclideos se traducirdn a teoremas hiperbdlicos. Vea-
mos que esto se puede hacer de modo que la relaciéon entre ambos planos sea
especialmente simple.

Sea O cualquier punto del plano hiperbdlico, sea r su polar, que serd una
recta ultrainfinita, consideremos el espacio euclideo que resulta de tomar a r
como recta infinita con la involucién (eliptica) inducida por la cénica infinita.
Entonces dicha cénica se convierte en una circunferencia C' de centro O, las
rectas hiperbdlicas coinciden con los segmentos euclideos de extremos en C' y
las relaciones de orden hiperbdlicas coinciden con las euclideas.

Definicién 12.3 Se llama modelo de Klein del plano hiperbdlico al espacio
formado por los puntos interiores de una circunferencia euclidea C' y tomando
como rectas las cuerdas de C.
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Todos los conceptos referentes al plano hiperbdlico se definen en términos de
la estructura proyectiva del plano que lo contiene, pero es ttil relacionarlos con
la geometria euclidea a través del plano de Klein. Por ejemplo, observamos que
las perpendiculares hiperbdlicas a una recta que pasa por el centro O del plano
de Klein coinciden con las euclideas.

Ejercicio: Describir en términos geométricos sencillos la construccién de la perpen-
dicular a una recta por un punto dado en el plano de Klein.

Ejemplo: Como muestra de la utilidad del plano de Klein probaremos el hecho
siguiente:

La proyeccion ortogonal de una recta en otra que no sea perpen-
dicular a ella tiene por imagen una semirrecta si ambas rectas son
paralelas y un segmento en caso contrario.

Podemos tomar uno de los puntos de la recta imagen como
centro del plano de Klein, con lo que ésta es un diametro del
mismo. La proyeccién ortogonal desde la otra recta coincide
entonces con la euclidea, pero dicha recta es un segmento,
luego su imagen es otro segmento salvo en el caso de que
ambas tengan un extremo comun, es decir, salvo que se trate
de rectas paralelas. n

Observemos que todas las homografias del grupo hiperbédlico conservan la
perpendicularidad, luego todas ellas son el equivalente a las semejanzas de la
geometria parabdlica. Si queremos definir las isometrias como en el caso pa-
rabodlico deberemos empezar por definir las reflexion respecto a una recta. Es
claro que sélo hay una definicién razonable: la reflexion respecto de una recta
7 ha de tener orden 2, luego ha de ser una involucién de la cénica infinita, y
ademads ha de fijar los puntos de 7, luego ha de ser la involucién que fija a los dos
puntos de interseccién de r con C. En definitiva, hemos de definir una reflezion
como una involucién hiperbodlica de la cénica infinita. Ahora bien, examinando
la prueba del apartado 5) del teorema 8.54 observamos que toda involucién
eliptica se descompone en producto de dos involuciones hiperbdlicas, luego de
hecho toda homografia del grupo hiperbdlico es producto de reflexiones, luego
hemos de considerarlas a todas como isometrias.

Definicién 12.4 A las homografias del grupo hiperbdlico las llamaremos tam-
bién isometrias. Diremos que dos figuras son congruentes si existe una isometria
que transforma una en otra.

Notemos que las isometrias que dejan fijo al centro O del plano de Klein
fijan también a su recta polar, que es la recta infinita, luego son biyecciones
afines. Puesto que fijan a la circunferencia, de hecho son isometrias euclideas.
El reciproco es obvio, luego tenemos que las isometrias hiperbdlicas del plano
de Klein que fijan a su centro son exactamente las euclideas, es decir, los giros
de centro O y las reflexiones respecto de rectas que pasan por O. En particular
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la reflexién respecto de una recta r que pasa por O fija a todos los puntos de
r y, como O puede ser cualquier punto, esto vale para todas las reflexiones
hiperbdlicas.

Con esto tenemos definidos todos los conceptos que aparecen en los axiomas
de la geometria absoluta excepto las relaciones de orden en una recta, pero éstas
son faciles de definir: si a una recta que quitamos un punto infinito o ultrainfinito
obtenemos una recta afin con dos ordenaciones naturales, las restricciones de
estas ordenaciones al segmento finito no dependen del punto que hemos quitado,
por lo que tenemos dos ordenaciones naturales en porcion finita de la recta. En
el plano de Klein las relaciones de orden hiperbdlicas coinciden con las euclideas.

Ahora es facil comprobar que el plano hiperbdlico cumple
los axiomas de la geometria absoluta. Los grupos A y B y el
axioma D se comprueban sin dificultad alguna en el plano de
Klein. Por ejemplo, un tridngulo en el plano de Klein es un
tridngulo euclideo contenido en la circunferencia infinita, si
una recta hiperbdlica corta a uno de sus lados y no pasa por
ninguno de los vértices, entonces ha de cortar a otro de los lados, porque esta
propiedad se cumple en el plano euclideo. Esto demuestra el axioma B5 para el
plano hiperbdlico. Igualmente se prueban los demas axiomas.

Los axiomas de congruencia requieren mayor atencion porque la congruencia
hiperbdlica no coincide con la euclidea, como tampoco lo hacen la perpendicu-
laridad ni mucho menos el paralelismo. Pensemos, por ejemplo, que si el plano
de Klein satisface realmente los axiomas del grupo C entonces una recta debe
contener infinitos segmentos disjuntos de la misma longitud, pero dicha recta es
un segmento euclideo, y no contiene infinitos segmentos euclideos de la misma
longitud. Lo que sucede es que los segmentos hiperbélicos son més cortos desde
el punto de vista euclideo cuanto mas cerca estan del borde del circulo finito.

Pese a ello, vamos a reducir también al caso euclideo la comprobacién del los
axiomas del grupo C. Sélo necesitamos este hecho adicional: dados dos puntos
P y @ existe una isometria hiperbdlica que transforma uno en otro. De hecho
vamos a ver que existe una que los intercambia. Sea r la recta que los une. Sean
Ay B sus puntos infinitos. El teorema 9.63 nos da que existe un tnico par M,
N de puntos de r harménicamente conjugados respecto de P y () y respecto de
Ay B. Uno de los dos, digamos M serd finito y el otro ultrainfinito. Entonces
la polar de N es una recta finita s que pasa por M. La reflexion respecto de s
fija a M e intercambia a P y ). Notar que M es el punto medio hiperbdlico del
segmento m

Ahora vamos a probar los axiomas de congruencia. El axioma C1 es obvio.
Para C2 hemos de partir de tres puntos A, B, A’ y una semirrecta s de origen
A’. Hemos de probar que existe un tinico punto B’ en s tal que AB = A’'B’.
Aplicando una isometria podemos suponer que A’ es el centro del plano de
Klein, con lo que la semirrecta es un radio del circulo. Mediante otra isometria
transformamos el segmento AB en un segmento A’B”. Ahora podemos aplicar
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un giro de centro A’, que es una isometria hiperbélica, para transformar A’B”
en un segmento A’B’ con B’ en s.

Para probar la unicidad hemos de ver que si A’/B’ = A’B” con B” en s
entonces B’ = B”. Ahora bien, una isometria entre los dos segmentos hace
corresponder sus extremos. Componiéndola si es preciso con una isometria que
intercambie A’ y B” podemos suponer que fija a A’. Pero si una isometria fija
a A’y transforma B’ en B” (ambos en la misma semirrecta) necesariamente
B’ = B”, pues la isometria es también una isometria euclidea.

La prueba de C3 es simple: dados A, B, C colineales y A’, B’, C’ colineales
también tales que AB = A’B’ y BC = B’C’, entonces existe una isometria que
transforma A en A’ y B en B’. La imagen de C ha de ser un punto C” en la
misma semirrecta que C’ con origen B’ y de modo que B’C" = BC = B'C’,
luego por C2 ha de ser C” = C".

El axioma C4 se comprueba exactamente igual que C2: dado un angulo
L, una semirrecta s y un semiplano 7 cuya frontera sea la prolongacién de s,
suponemos que el origen de s es el centro del circulo, transportamos el dngulo
para que su vértice este en dicho centro y aplicamos un giro para obtener un
angulo de lado s y, si es necesario, una simetria para que quede contenido en .
La unicidad se prueba de forma similar.

Antes de probar C5 hemos de probar que la definicién de congruencia de
tridngulos que dimos en el capitulo I coincide con la que aqui hemos dado. Una
implicacién es evidente. Supongamos que ABC = ABC en el sentido de que sus
lados y angulos son congruentes. Entonces existe una isometria que transforma
Ay Ben A"y B respectivamente. Componiéndola con una reflexién respecto
a AB podemos suponer que ésta transforma C' en un punto C” en el mismo
semiplano que C’ respecto de A’B’. Por C4 se ha de cumplir BAIC! = BTAICY
y A'B'C" = A'B'C'. Por consiguiente A'C' = A'C" y B'C' = B'C”, luego
C" = C" es el punto de corte de ambas rectas. Asf pues, ABC es la imagen
de ﬁ, luego son congruentes en el sentido general.

Ahora la prueba de C5 es completamente andloga a la de C2 y C4 (pero no
hace falta probar la unicidad). Asi pues:

Teorema 12.5 FEl plano hiperbdlico cumple los axiomas de la geometria abso-
luta, pero no cumple el axioma E sobre la unicidad de las paralelas.

Las diferencias entre la geometria euclidea y la hiperbdlica se hacen notables
en cuanto hablamos de perpendicularidad y paralelismo. Ya hemos visto que
dos rectas paralelas no tienen perpendiculares comunes. Otro hecho insdlito es
que dos pares cualesquiera de rectas paralelas son congruentes (pues cada uno
estd determinado por tres puntos infinitos, y existe una isometria que transporta
tres puntos infinitos cualesquiera en otros tres).

Ejercicio: Probar que dos pares de rectas ultraparalelas correspondientes a un mismo
haz son congruentes.
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12.2 Medida de segmentos y angulos

Sabemos que el plano hiperbdlico cumple todos los resultados que probamos
en el capitulo II. En particular podemos asociar a cada segmento una longi-
tud real, definida salvo un factor constante, de modo que dos segmentos son
congruentes si y sélo si tienen la misma longitud. Como ya hemos comentado,
aunque representemos el plano hiperbdlico como un circulo euclideo de centro
O, la longitud hiperbdlica no puede coincidir con la euclidea ni siquiera en el
caso de segmentos con un extremo en O.

Vamos a buscar una expresion para la longitud hiperbdlica de un segmento.
Por el teorema 2.17, cualquier invariante que cumpla m(u + v) = m(u) + m(v)
para todo par de segmentos u y v nos da la longitud de los segmentos respecto
a cierta unidad de medida. A la hora de buscar un invariante es 16gico pensar
en la razén doble.

Dados dos puntos P y @, llamaremos P, v Qoo
a los puntos infinitos de la recta PQ de modo que el
orden de los cuatro sea Py, P,Q, Q. La cantidad P, ——t
R(P,Q, Qco, Pxo) es ciertamente invariante por iso- P R Q
metrias. Ademds, si un punto R estd entre Py
es inmediato comprobar la relaciéon

R(PaQaQooaPOO) = :R(Pa R; QomPOO):R(RaQaPooaQoo)'

Qoo

Nos interesa una relacion de este tipo pero aditiva, no multiplicativa. Para
ello basta tomar logaritmos. Notemos que como PQ }f Py Qo la razén doble
es positiva. De hecho es facil ver que es mayor que 1, pues

PQ, . QQu
|R(P)Q7Q007POO)| = = —]——

PP, QP
y ciertamente PQ_ QP > QQ., PP. Este es el motivo por el que hemos
considerado esta razén doble y no R(P,Q, Ps,Qs), que es la inversa de la
anterior, y por lo tanto menor que 1. Segin esto podemos definir

A(P,Q) = 5 108R(P.Q, Q. Puc)

y tenemos que d(P,Q) es un nimero real positivo invariante por isometrias
y cuando P, ), R son tres puntos colineales con R entre P y ) se cumple
d(P,Q) =d(P,R) + d(R, Q). Convenimos ademds que d(P, P) = 0.

Asi, d(P, Q) es la distancia hiperbdlica entre los puntos P y (). En lugar de
la constante 1/2 podriamos haber elegido cualquier otro nimero real positivo.
Modificar esta constante equivale a cambiar de unidad de longitud. Més adelante
justificaremos esta eleccién particular.

Es clara la analogia entre la formula que hemos encontrado para la medida
de segmentos hiperbdlicos y la formula de Cayley que dimos en el capitulo X
para la medida de angulos euclideos. En el caso de los angulos la proximidad
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es mdas que formal, pues podemos reducir la medida de angulos hiperbdlicos
a la de dngulos euclideos. En efecto, sabemos que las isometrias que fijan al
centro O del plano de Klein son las mismas para la geometria euclidea y para
la hiperbdlica, de donde se sigue que dos dngulos de vértice O son congruentes
para una si y s6lo si lo son para la otra. A su vez de aqui se sigue que la suma
de dngulos de vértice O es la misma en ambos casos y la medida de dngulos,
tal y como la construimos en el capitulo II no depende de nada mas, luego la
medida euclidea coincide con la hiperbdlica en el caso de angulos de vértice O.
Segun la férmula de Cayley, si 71 y r2 son dos rectas que pasan por O el dngulo
que forman mide

_ 1
T1ry = 5 arg R(ry,re, I, I2),

donde I; y I, son las rectas que pasan por O y por los puntos circulares.

Si obtenemos una expresién invariante por isometrias hiperbdlicas y que
coincida con ésta sobre las rectas que se cortan en O, tendremos una medida de
angulos hiperbdlicos. Ahora bien, esto es facil de conseguir:

Teorema 12.6 El dngulo que forman dos rectas hiperbolicas secantes r1 y ro
viene dado por la expresion'

- 1
Ty = 5 arg R(ry,re, 11, I2),

donde I e Iy son las tangentes a la conica infinita por el punto r1 Nra.

Efectivamente, esta expresion es invariante por isometrias y si el punto de
corte es el centro del plano de Klein entonces las tangentes pasan por los puntos
circulares, luego el angulo coincide con el euclideo.

La férmula anterior nos da el (menor) dngulo orientado determinado por dos
rectas secantes, donde ‘orientado’ quiere decir que cambia de signo si cambiamos
el orden de las rectas. Para eliminar esta dependencia del orden podemos tomar
el argumento en [—m, 7] y tomar el valor absoluto. Esto nos da la medida (en el
sentido del capitulo IT) del dngulo agudo (o recto) que determinan las dos rectas.
Para calcular el angulo entre dos semirrectas aplicamos la férmula anterior si
calculamos el complementario (restando el resultado de m) si el dngulo que
queremos medir es obtuso.

Vamos a deducir unas formulas muy ttiles para calcular longitudes y dngulos
hiperbdlicos a partir de las coordenadas homogéneas de los puntos y rectas.
Sea A la matriz de la cénica infinita en un sistema de referencia dado. Sea
f(X,Y) = XAY?, de modo que la ecuacién de la cénica es f(X,X) = 0. Sean
X e Y las coordenadas homogéneas de dos puntos interiores a la cénica. La
recta que los une estd formada por los puntos de coordenadas X + AY, donde
A € RU{oo}. Esta recta corta a la cénica en los puntos correspondientes a los
valores de A que satisfacen la ecuacién

0=Ff(X 4+, X +XY) = f(Y,Y)+2f(X,Y)\+ f(X, X).

1Como en el caso de la férmula de Cayley, debemos senalar que la expresién habitual de
esta férmula es rirg = —% log R(r1, 72,11, I2), donde log representa al logaritmo complejo.
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Concretamente:

—fXY) £ VX Y)? - (X, X)f(Y.Y)

A= FY.Y)

Podemos considerar a A como la coordenada cartesiana de un punto de la
recta XY respecto a un sistema de referencia de origen X y en el que Y es
el punto infinito. Si llamamos A\; y A2 a los dos valores dados por la férmula
anterior y P;, P> a los puntos correspondientes, entonces

A1
fR(X, Y, P1, PQ) = :R(O, oo, /\1, /\2) = )\—2
Para calcular d(X,Y") hemos de ordenar P; y P5 de modo que la razén doble sea
mayor que 1. Si los ponemos en orden equivocado lo tnico que sucede es que el
logaritmo cambia de signo, por lo que en lugar de preocuparnos por determinar
el orden correcto en este caso lo que haremos serd anadir un valor absoluto a la
férmula. Asi, la distancia hiperbdlica entre los puntos de coordenadas X e Y es

1 og f(XvY) + \/f(X>Y)2 - f(X,X)f(Y,Y)
2] THX YY)+ VX Y)?E - f(X X)f(YY)

(400 ¥) + VIRV = FOX XV Y))
X XFVY)

1
3 log

El coseno hiperbdlico biyecta los niimeros positivos con los nimeros mayores
que 1, luego es equivalente conocer d que coshd. Sin embargo vamos a ver que
la expresion de cosh d es algo mas simple. Calculamos

)

i _ ‘f(X, Y)+ VXY X, X)JV.Y)
FX X F(Y,Y)

de donde se obtiene facilmente

d —d
coshgo ot XY

2 fXX) (YY)

Ahora particularizamos al caso en que la cénica es la circunferencia de radio 1
y los puntos son X = (x,y,1), Y = (2/,y/,1). Entonces f(X,Y) = za' +yy’ —1,
luego en total obtenemos:

Teorema 12.7 La distancia hiperbdlica d en el plano de Klein entre dos puntos
cuyas coordenadas cartesianas son (x,y) y (z',y") viene dada por

1—axx’ —yy

coshd = .
V= e =y — 27 = )
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Los mismos calculos nos dan una expresion similar para el angulo entre dos
rectas. Hemos de partir de la ecuacién F(X,Y) = XA~'Y y las coordenadas
homogéneas X e Y de dos rectas finitas que se corten en un punto P. Entonces
X+ MY recorre todas las rectas que pasan por Py los valores de A que obtenemos
corresponden a las dos tangentes imaginarias por P a la coénica infinita. Si
llamamos € al angulo entre las dos rectas, llegamos a que

(F(X, Y)+ VE(X,Y)2 - F(X,X)F(Y, Y)>2
F(X,X)F(Y,Y)

9::|:§ arg

Mas atn, si recordamos la deduccién de la férmula de Cayley veremos que
en realidad la razén doble que hemos calculado tiene médulo 1 y asi

(F(X, Y)+ /F(X,Y)2 = F(X, X)F(Y, Y))2

20 £ isen26 =
cos isen FIX, X)F(V,7)

Ahora usamos que cos 260 + i sen 20 = (cos § +isen )2, con lo que simplificamos
el cuadrado y tomamos la parte real. El resultado es

F(X,Y)
VEX,X)F(Y,Y)

cosf =

Si lo aplicamos al caso en que la cdnica infinita es la circunferencia unidad,
la ecuacién tangencial es F(X,Y) = za’ + yy' — 22/, con lo que llegamos al
teorema siguiente:

Teorema 12.8 El dngulo hiperbdlico 6 en el plano de Klein entre dos rectas
cuyas coordenadas homogéneas son (x,y,2) y (z',y', 2') viene dado por

' +yy — 22’

cosf = .
\/(xz + yz _ 22)(37/2 + y’2 _ 212)

Ejemplo: Consideremos un cuadrilatero hiperbdlico con tres
angulos rectos del que conocemos las longitudes a y b de dos
de sus lados. Vamos a usar las férmulas que hemos obtenido a
para calcular el cuarto angulo. No perdemos generalidad si
suponemos que sus vértices tienen coordenadas A(0, 0), B(x,0),

C(0,y), D(z,y) en el plano de Klein. A—l b l—B
/ Lo primero que conviene observar es que el angulo 6 es
agudo. Para ello no hay més que construir la perpendicular a

/ CD por D y observar que forma con C'D un dngulo mayor que

0. Por lo tanto, si calculamos el angulo entre CD y BD esta-
K/ remos calculando 6 y no su complementario. Incidentalmente

hemos probado que no existen rectangulos hiperbdlicos.



372 Capitulo 12. La geometria hiperbdlica

El teorema 12.7 nos da

1
cosha = ——, coshb= ——,
1— a2 1—9y2

de donde podemos despejar x = tanha, y = tanhb. Por otra parte el teorema
12.8 aplicado a las rectas CD = (0,1,—y) y BD = (1,0, —z) nos da

Ty
V=)0 —a?)

y al sustituir los valores de = e y en funcién de a y b llegamos a

cos =

cos = senh a senh b.

Ejercicio: ;Qué sucede si senha senhbd > 17

Ejercicio: Probar que la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo es mayor que cual-
quiera de los catetos. Deducir que la distancia més corta entre un punto y una recta
se alcanza en el pie de la perpendicular a la recta por el punto.

Ejercicio: Con la notacién del ejemplo anterior, probar que senha’ > senha y por
lo tanto @’ > a. Deducir que la distancia mds corta entre dos puntos de dos rectas
ultraparalelas es la que media entre los pies de su inica perpendicular comin. Probar
también que si una recta tiene dos puntos a la misma distancia de otra recta, entonces
no pueden ser paralelas.

La distancia entre dos rectas paralelas Veamos otra aplicacion del teo-
rema 12.7. Consideremos dos rectas paralelas. No perdemos generalidad si
suponemos que son las rectas y = 0 e y = 1 —x del plano de Klein. La distancia
a la primera del punto (z,y) de la segunda viene dada por

V1— 22
coshd = -z :”1—1—&0: 1<1+1>_
\/1—302—(1—37)2 2z 2 r

A la vista de esta férmula es claro que si r y s son dos rectas paralelas no
hay dos puntos en r a la misma distancia de s, asi como que la recta r puede
orientarse de modo que la distancia a s de un punto P de r se hace arbitra-
riamente pequena si P se toma suficientemente a la derecha y arbitrariamente
grande se P se toma suficientemente a la izquierda. En particular no hay una
minima distancia entre las dos rectas. "

12.3 El modelo de Poincaré

Del mismo modo que el plano de Klein relaciona la geometria hiperbdlica
con la euclidea, hay otro modelo de plano hiperbédlico, debido a Poincaré, que
relaciona la geometria hiperbdlica con la geometria circular.
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Consideremos una esfera S y sea D el circulo delimitado por su ecuador C.
Sea O su centro. Podemos considerar D como plano de Klein, en cuyo caso lo
llamaremos D . Sea Dp el mismo circulo D, pero visto ahora como subconjunto
de la recta proyectiva compleja. Sea G : D — Dp la biyeccién definida como
sigue: A cada punto P de Dk le asignamos el punto P’ donde la perpendicular
a D por P corta a una de las semiesferas de S. A continuacién proyectamos
P’ mediante la proyeccién estereografica desde el polo de la semiesfera opuesta,
con lo que obtenemos un punto P = G(P).

Consideramos a Dp como plano hiperbdlico tomando como rectas las ima-
genes por G de las rectas de D, entendiendo que dos rectas G[r] y G[s] son
perpendiculares si y sélo si lo son r y s, y que las isometrias de Dp son las
aplicaciones de la forma G~ fG, donde f es una isometria en Dy . El interés de
esta construccion radica en que la geometria de Dp puede describirse de forma
natural en términos de la geometria circular de la recta compleja, sin ninguna
referencia a la geometria de D

En primer lugar notamos que al levantar las rectas de D sobre la semiesfera
éstas se transforman en los cortes de S con los planos verticales, que son las
circunferencias perpendiculares a C. Mas exactamente, las rectas hiperbdlicas se
transforman en las porciones de estas circunferencias contenidas en la semiesfera
elegida. Al aplicar la proyeccién estereografica obtenemos que las rectas de Dp
son simplemente las intersecciones con Dp de las circunferencias de la recta
compleja perpendiculares a C. Entre ellas se encuentran las rectas que pasan
por O.

A cada isometria f de Dg le podemos asignar la uinica transformacién circu-
lar directa f’ que coincide con f en C. Notemos que las transformaciones cir-
culares directas que fijan a C fijan también a los puntos de Dp. Es claro que
la correspondencia f — f’ biyecta las isometrias con las transformaciones cir-
culares directas que fijan a C. Vamos a probar que f' = G~ 'fG. Si Ay B son
dos puntos de C, entonces f transforma la recta AB de D en f(A)f(B). Por
otra parte G[AB] es el arco de la circunferencia ortogonal a C' que pasa por A
y por B, luego f'[G[AB]] es el arco de la circunferencia ortogonal a C' que pasa
por f(A) y f(B), lego G [f'[GIAB)] = f(A)f(B). Asi pues, f y Gf'G
coinciden sobre rectas. Expresando cada punto de Dg como interseccién de dos
rectas vemos que también coinciden sobre puntos.

Por consiguiente, las isometrias de Dp son las transformaciones circulares
directas que fijan a C.
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Para acabar de caracterizar la geometria de Dp probaremos que los dangulos
entre dos rectas (circunferencias) de Dp son los mismos que en la geometria
circular. Esto se debe a que G deja invariantes a las rectas de Di que pa-
san por O, luego el angulo entre dos rectas de Dp que pasan por O coincide
con el dngulo entre estas mismas rectas en Dy, que coincide con el euclideo,
que a su vez coincide con el dngulo entre ellas en la geometria circular, luego
efectivamente el angulo entre dos rectas que pasan por O para la geometria de
Dp y para la geometria circular es el mismo. Como las isometrias de Dp son
transformaciones circulares, conservan angulos para las dos geometrias, luego la
igualdad de dngulos es vélida para rectas que se corten en un punto arbitrario.

Por ultimo notamos que, dado que la geometria de Dy estd descrita com-
pletamente en términos de la geometria circular, no necesitamos suponer que
Dy es un circulo euclideo, sino que todo lo dicho vale en general tomando como
Dy uno de los lados (circulo o semiplano) que determina una circunferencia en
la recta proyectiva compleja. En resumen:

Definicion 12.9 Llamaremos modelo de Poincaré del plano hiperbdlico al con-
junto de los puntos situados a un mismo lado D (circulo o semiplano) de una
circunferencia C' en la recta proyectiva compleja, tomando como rectas las in-
tersecciones con D de las circunferencias perpendiculares a C'. Las isometrias
hiperbdlicas son entonces las transformaciones circulares directas que fijan a C'.
Los angulos hiperbdlicos coinciden con los de la geometria circular.

Hemos probado que la geometria del plano de Poincaré es exactamente la
misma que la del plano de Klein. Aunque con las nociones de recta, isometria y
perpendicular tenemos totalmente caracterizada la geometria hiperbdlica, vamos
ver que también hay una expresion sencilla para la longitud hiperbdlica en el
plano de Poincaré en términos de la geometria circular.

Veamos primero un caso particular. Tomemos como C el circulo de centro O
y radio 1 en el plano z = 0 y consideremos el punto (z,0,0) del plano de Klein.
Su imagen en el plano de Poincaré se obtiene elevandolo, por ejemplo, a la
semiesfera superior, lo que nos da el punto (z,0,v/1 — z?), y después calculando
la interseccién con z = 0 de la recta que une este punto con el polo sur (0,0, —1).
Un cdleulo sencillo nos da que dicha imagen es el punto (2’,0), donde

/

x
A I——
14++v1—22

En términos de nimeros complejos dicha imagen es simplemente el nimero
' +0i =1

Vamos a calcular la distancia hiperbdlica en el plano de Poincaré entre los
puntos P(0,0) y Q(z,0). Los puntos infinitos involucrados son P (—1,0) y
Q(1,0). Entonces

1+z 1 142z
:R(PaQaQOCHPOO) = mv 1ueg0 dK(P7Q) = 5 1Og1_x




12.4. Trigonometria hiperbdlica 375

Esta ha de ser también la distancia hiperbélica entre P’ = 0y Q' = 2/ en
el plano de Poincaré. Vamos a expresarla en términos de 0, 2’ y los puntos
infinitos de la recta que determinan, que son P, = —1 y Q. = 1. Para ello
observamos que

2

P T S 2_ M
R(P,Q,QM,PCX}) - (1—56') _<1—$+m>
Ltat+(+a)V1-a2 (1+2)(1+v1-a?)
l—z+(1—a)Vi—2> (1-2)(1+VI-2?)
1+

= 1_x:R(P,QaQOO7POO)'

Asi pues, tomando logaritmos queda que la distancia hiperbdlica en el plano
de Poincaré entre P’ y Q' viene dada por

dP(P/aQ/) = log:R(PlaQ/aQ:)o7P(;o)'

En principio tenemos probada esta férmula cuando P’ = 0y Q' esté sobre el
eje real, pero ambos miembros de la igualdad son invariantes por las isometrias
del plano de Poincaré (las transformaciones circulares conservan la razén doble),
y todo par de puntos puede transformarse mediante una isometria en un par en
las condiciones anteriores. Esto prueba el teorema siguiente:

Teorema 12.10 La distancia hiperbolica entre dos puntos P y Q en el plano
de Poincaré viene dada por

dp(P, Q) = logR(PaQaQomPoo)a

donde Pso y Qoo son los puntos infinitos de la recta (circular) PQ, de modo que
el orden entre los cuatro puntos sea Ps, P, Q, Qoo

Ejercicio: Transportar la estructura hiperbdlica del plano de Poincaré a una se-
miesfera mediante la proyeccién estereografica. Describir las rectas, los dngulos y las
isometrias.

12.4 Trigonometria hiperbdlica

Los tridngulos hiperbdlicos verifican relaciones trigonométricas algo maés
complejas que las de los tridngulos euclideos, pero igualmente manejables.

Consideremos un tridngulo rectangulo hiperbdlico. Diga- B
mos que sus vértices son A, B, C, sus lados a, b, ¢ y sus
angulos «, 3, 7, donde v = m/2. No perdemos generalidad si c a

suponemos que las coordenadas cartesianas de los vértices son
A(0,0), B(z,y), C(z,0). Como A es el centro del plano de
Klein el angulo hiperbdlico « coincide con el angulo euclideo
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correspondiente. Llamemos z = \/x2 + 42, es decir, z es la longitud euclidea de
la hipotenusa del tridngulo. El teorema 12.7 nos da las relaciones
V1— 22 1 1
cosha = v coshb = ——, coshc=

V=22’ 1— a2 V1I=22
Es facil despejar de las dos tdltimas

xr =tanhb, z =tanhec.

De la primera obtenemos

2

(1 —ax?)cosh?’a —y?cosh®’a=1—22 = y?cosh’a = (1 — tanh?® b)senh? a,

con lo que
tanha

coshb’

De aqui se obtienen todas las férmulas trigonométricas hiperboélicas sobre
tridngulos rectdngulos. Con ellas podemos calcular los cinco elementos del
triangulo a partir de dos cualesquiera de ellos. En primer lugar vemos cémo
calcular los angulos si conocemos dos de los lados.

y:

Conocidos un cateto y la hipotenusa Si conocemos by ¢ podemos apro-
vechar que el angulo hiperbdlico « coincide con el euclideo, con lo que
x _ tanhbd

cosq = — = .
z tanh ¢

Por simetria se ha de cumplir la férmula andloga con el otro cateto, luego

tanhb = cosa tanhe, (12.1)
tanha = cos/f tanhe. (12.2)

Conocidos los catetos Si conocemos a y b usamos la tangente de a:

; y  tanha
ana = = = .
T senh b

Por simetria la misma férmula ha de valer para el calculo de 3, con lo que

tanha = tana senhbd, (12.3)
tanh b tan 8 senh a. (12.4)

El teorema de Pitagoras hiperbdlico Veamos ahora cémo calcular un lado
si conocemos los otros dos. Con esto podremos resolver cualquier tridngulo
rectangulo conocidos dos lados. Sustituimos los valores de z, y, z en la relaciéon
pitagérica euclidea z? = 22 + y2, con lo que obtenemos

tanh?a

tanh? ¢ = tanh?b + ————.
cosh? b
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Usando la relacién obvia entre cosenos y tangentes hiperbdlicas llegamos a

. 1, Lo (1 1 >
cosh? ¢ cosh®b  cosh?b cosh?a )’

que se reduce a
cosh ¢ = cosha coshb. (12.5)

Conocidos un lado y un angulo Las férmulas que hemos dado para los
cosenos y las tangentes nos permiten ya resolver este caso. No obstante la
férmula anterior nos da también expresiones para los senos:

y tanh a senh a cosh ¢ senha
sena == = = = .
z  coshb tanhec  cosha coshbsenhc  senhc
Asi pues:
senha = sena senhe, (12.6)
senhb = senf senhc. (12.7)

Conocidos dos angulos Este es el punto mas peculiar de la trigonometria
hiperbdlica, y es que nos permite calcular los lados de un tridngulo conocidos
sus angulos. De momento lo probamos sélo para triangulos rectangulos, pero
luego veremos que vale en general. Dividimos (12.1) entre (12.7) y aplicamos
(12.5):

cosaw  tanhbsenhc  coshe

= = = cosha.
sen3  tanhcsenhd  coshbd costa

Similarmente se prueba la féormula analoga. Multiplicindolas y aplicando
(12.5) obtenemos una tercera que nos permite calcular la hipotenusa:

cosa = senf3 cosha, (12.8)
cosf = sena coshb, (12.9)
1 = tana tan( coshe. (12.10)

La suma de los angulos Hay una férmula de la trigonometria euclidea que ya
no es valida en el caso hiperbélico, y es que la suma de los angulos de un tridngulo
no es igual a m. De hecho siempre es menor que 7. De momento lo probamos
para tridngulos rectangulos. Llamemos 3 al dngulo euclideo correspondiente a
B, de modo que

-y tanh a cos 3
= - = = < .
cos 3 z coshbtanhe  coshb cos 3

Puesto que los dngulos son agudos, se cumple 3 < (3, luego
7r

2

= T.

T _
a+ﬁ+§<a+,5+
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Tridngulos arbitrarios La resolucion de tridngulos arbitrarios se consigue
descomponiéndolos en dos tridngulos rectangulos. Para ello trazamos una de
las alturas, y hay que distinguir dos casos segun si el pie P queda entre los dos
vértices opuestos o no.

B B
C a
q q c a
a p b—p v p a b 0
A P C P " C

De todos modos hay ocasiones en las que las pruebas se pueden reducir al
primer caso (figura de la izquierda), pues por el teorema 2.26 sabemos que los
angulos de un tridngulo no suman mas de 7, luego al menos dos de ellos son
agudos. Sisuponemos que A y C'lo son, entonces el pie P de la altura por C' esta
necesariamente entre A y C. Por ejemplo, teniendo en cuenta que los dngulos no
rectos de los tridngulos rectdngulos suman menos de 7/2, basta considerar este
primer caso para concluir que los dngulos de cualquier tridangulo ABC suman
menos de 7.

Teorema 12.11 La suma de los dngulos de un tridngulo hiperbdlico es siempre
menor que .

Vamos a ver que tres de los seis elementos de un tridngulo determinan los
otros tres. Para ello probaremos teoremas analogos hiperbdlicos al teorema de
los senos y el teorema del coseno.

Teorema 12.12 (Teorema de los senos) Todo tridngulos hiperbdlico satis-

face la relacion
sen o sen 3 sen y

senha  senhd senhc’

DEMOSTRACION: Supongamos la situacién de la figura de la izquierda. En-
tonces
senhq = sen~y senha, senhg=sena senhc,

y al igualar obtenemos la relacién buscada. Si la situacién es la de la figura de
la derecha la prueba es similar. n

En geometria hiperbdlica contamos con dos teoremas del coseno, uno para
lados y otro para angulos:

Teorema 12.13 (Teorema del coseno) Todo tridngulo hiperbdlico satisface
las relaciones

cosha = coshb coshec — senhb senhc cosa,

cosaa = —cosf cosy+ sen( sen-y cosha.
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DEMOSTRACION: Como en el teorema anterior, suponemos que el pie de la
altura por B queda entre A y C. El caso contrario es andlogo.

cosha = coshgq cosh(b— p) = coshq (coshb coshp — senh b senh p)
= coshb coshc —senhb coshc tanh p
= coshb coshc —senhb coshe cosa tanhc

= coshb cosh ¢ — senh b senh ¢ cos a.

Sea § = PBC.
cosaw = coshq sen( —J) = coshq sen 3 cosd — coshq cos 3 send

cosh g cosh(v — p) sen~y sen 3 — cos 3 cosvy

= cosha seny sen 3 — cos 3 cos~.

Es facil ver que con estas férmulas podemos resolver cualquier tridngulo.?
En particular, si conocemos los tres angulos el teorema del coseno para angulos
nos permite calcular los tres lados. Por consiguiente:

Teorema 12.14 Dos tridangulos hiperbolicos son congruentes st y solo si tienen
los tres dngulos iguales.

He aqui otra consecuencia interesante de los teoremas del coseno:

Teorema 12.15 Si dos tridngulos tienen sus lados proporcionales entonces son
iguales.

DEMOSTRACION: La prueba se basa en que en ningin momento hemos
especificado la base e de las razones hiperbdlicas. De este modo, si tenemos dos
tridngulos de lados ABC' y A’B’C’ de modo que a’ = ka, V' = kb, ¢ = ke, con
k > 0, observamos que

eka +efka (ek)a + (ek)fa

cosh, ka = 5 = 5 = coshg. a,

y lo mismo vale para el seno hiperbdlico, por lo que el teorema del coseno
aplicado al segundo tridngulo (con base e) es

coshy. a = coshy, b coshy, ¢ — senhy, b senhy, ¢ cosa’,
y si lo comparamos con el teorema del coseno para el primer tridngulo tomando

como base ke concluimos que cos @ = cos o, luego a = o’ y los tridngulos tienen
sus angulos iguales, luego son iguales. m

2Como en el caso euclideo, si conocemos dos lados y un dngulo distinto del que forman
puede haber dos soluciones.
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Ejemplo: el dngulo de paralelismo Consideremos una recta cualquiera r y
un punto exterior P. Sea s la perpendicular a r por Py sea () = rNs. Podemos
suponer que @ es el centro del plano de Klein y que r es el eje x. Sea t una de
las paralelas a r por P. Sea R =rnNt.

Entonces ﬁ es lo que se llama un triangulo rectan-
gulo asintético, con dos lados infinitos y un angulo nulo.
Las mismas técnicas que hemos empleado con los tridn-
gulos rectangulos usuales nos dan la relacién entre sus
dos tinicos elementos finitos, el lado d = PQ y el dngulo
o= Q, a saber:

S

3

cos o = tanhd.

También es facil ver que « es el mismo para las dos paralelas por P y recibe
el nombre de dngulo de paralelismo a r por P. Su interpretacién es sencilla: las
rectas que forman con s un angulo inferior a « cortan a r, las dos que forman
angulo « son paralelas y las que forman dngulo superior a a son ultraparalelas.
Hemos probado que el angulo de paralelismo a una recta por un punto es agudo
y depende tnicamente de la distancia d del punto a la recta.

Ejercicio: Probar la relacién de Lobachevski para el angulo de paralelismo:

o —d
tan— =e .

2

12.5 Las isometrias hiperbdlicas

Vamos a describir con mas detalle los distintos tipos de isometrias hiperbé6-
licas. Los dos primeros los conocemos ya, pero los incluimos por completitud.

Reflexiones Recordemos que hemos definido la reflexion respecto a una recta
r como la isometria que induce en la cénica infinita la involucién que fija a los
puntos infinitos de r. Al representarla en el plano de Klein con centro en un
punto de r vemos que la reflexién ha de ser una isometria euclidea, por lo que
ha de ser la simetria respecto de r y por consiguiente fija a todos los puntos de
r. En el modelo de Poincaré las reflexiones coinciden con las de la geometria
circular. Desde un punto de vista puramente hiperbdlico la reflexion respecto a
la recta r es la isometria que a cada punto P lo lleva al punto situado sobre la
perpendicular a r por P y a la misma distancia de ésta que P.

Giros Un giro de centro O es la composicién de dos reflexiones respecto de dos
rectas que se cortan en 0. Tomando a O como centro del plano de Klein vemos
que los giros asi definidos coinciden con los euclideos, luego los giros hiperbdlicos
con un mismo centro O forman un grupo isomorfo a R/Z. Las imdgenes de un
punto P por todos los giros de centro O forman una circunferencia de centro
O, donde una circunferencia hiperbdlica de centro O se define igual que una
euclidea, es decir, como el conjunto de puntos situados a una misma distancia
r de su centro. Existe cierta tradicién de llamar ciclos a las circunferencias
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hiperbdlicas. En el plano de Klein de centro O las circunferencias hiperbdlicas de
centro O coinciden con las euclideas. En general las circunferencias hiperbdlicas
de centro O pueden caracterizarse como las conicas formadas por puntos finitos
y que cortan a la cénica infinita en los puntos (imaginarios) por donde pasan
las tangentes a ésta desde O. Sabemos que toda isometria que fije a un punto
es una reflexién o un giro.

Giros infinitos Definimos un giro alrededor de un punto infinito O como la
composiciéon de dos reflexiones cuyos ejes pasen por O, es decir, los giros in-
finitos son la composicién de dos reflexiones respecto a dos rectas paralelas.
La mejor representacién de un giro infinito nos la da el modelo de Poincaré,
tomando como conjunto de puntos finitos un hiperplano. No perdemos genera-
lidad si suponemos que el centro del giro O es el punto infinito en el sentido de
la geometria circular. Entonces las rectas que pasan por O son las rectas verti-
cales (suponiendo que representamos la frontera del semiplano como una recta
horizontal), y la composicién de dos reflexiones respecto a dos de estas rectas
es simplemente una traslacién (euclidea) en direccién horizontal. Vemos, pues,
que los giros hiperbodlicos alrededor de un punto infinito O forman un grupo
isomorfo a R.

Las imégenes de un punto por todos los giros de centro un punto infinito O
constituyen una figura llamada horociclo de centro O. En el caso concreto del
semiplano de Poincaré, los horociclos de centro oo son las rectas horizontales.
De aqui deducimos varios hechos que son invariantes por isometrias, y por lo
tanto validos para horociclos con centro arbitrario:

e Por cada punto finito pasa un unico horociclo de centro un punto infinito.
Dos horociclos con el mismo centro son disjuntos.

e Si P es un punto de un horociclo H de centro O, las unicas rectas cuyo
unico punto en comun con H es P son OP y su perpendicular por P.

e Dados dos puntos de un horociclo de centro O, existe un unico giro de
centro O que transforma uno en el otro.

Consideremos una transformacién circular que convierta el semiplano de
Poincaré en un circulo D con circunferencia C' de centro P. Sea O la imagen
de co. Entonces el didmetro OP es la imagen de una recta vertical, luego los
horociclos de centro co se transforman en las circunferencias contenidas en D
que pasan por O y perpendiculares a OP, luego todas ellas tienen comparten
con C la recta tangente por O. En general, dos cénicas se dicen osculantes (lat.
‘que se besan’) si comparten un punto y su tangente por el mismo. Puesto que
s6lo hay una circunferencia en D osculante a C' por P que pase por un punto
dado de OP, concluimos que todas ellas son horociclos. Asi pues:

Los horociclos en el plano de Poincaré circular son las circunferen-
cias osculantes a la circunferencia infinita.
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El paso del plano de Poincaré al plano de Klein puede verse como una com-
posicién de dos proyecciones perspectivas, luego los horociclos en el plano de
Klein son coénicas osculantes a la cénica infinita, pero esto sélo no las caracte-
riza. Si H es un horociclo de centro O en el plano de Klein y P es uno de sus
puntos, entonces la tangente a H por O es una recta que corta a H inicamente
en P, luego sabemos que ha de ser perpendicular a OP. A su vez esto se traduce
en que el polo de OP respecto a H coincide con su polo respecto a la cénica
infinita C.

Definicion 12.16 Se dice que dos cénicas son hiperosculantes en un punto P
si ambas pasan por P con la misma tangente ¢ y los puntos de ¢ tienen la misma
polar respecto de ambas conicas.

En estos términos tenemos que los horociclos son cénicas hiperosculantes a
la circunferencia infinita. El teorema siguiente prueba que esto los caracteriza.

Teorema 12.17 Dada una conica C, un punto P en C y un punto Q) que no
esté en C mi sobre su tangente t por P, existe una unica conica hiperosculante
a € por P que pasa por Q).

DEMOSTRACION: Sea P’ el otro punto donde la recta PQ corta a €. Conside-
ramos la tnica elacién de centro P y eje ¢ que transforma P’ en Q. Obviamente
transforma € en una cdnica €’ que pasa por P con tangente . Ademds si R es
cualquier punto de t distinto de P, la elacién transforma su polar respecto de
C en su polar respecto de €', pero como dicha polar pasa por P, en realidad
queda invariante, luego ciertamente €’ es hiperosculante.

Dada una cénica cualquiera €’ hiperosculante a € por P y que pase por Q,
consideramos una recta cualquiera r que pase por () y que corte a ¢t en un punto
R. La polar de R respecto de € lo ha de ser también respecto de €’. Sea R’
el punto donde corta a r. Entonces €’ ha de contener al conjugado harmdénico
de P respecto de (R, R’). De este modo podemos obtener tantos puntos de €’
como queramos. Por consiguiente €' es tnica. L]

Asi pues, podemos afirmar:

Los horociclos del plano proyectivo son las cdnicas hiperosculantes
a la conica infinita y formadas por puntos finitos (salvo el punto de
contacto).

En el caso concreto del plano de Klein podemos dar una caracterizacién
mucho mas simple. Sea H un horociclo de centro O, sea P el centro del plano de
Klein y sea @ el punto de H situado sobre OP. Sea d la distancia (euclidea) entre
O y Q. Teniendo en cuenta que H ha de ser la proyeccién de una circunferencia
desde la esfera que tiene por ecuador a la circunferencia infinita, es facil ver que el
didgmetro de esta circunferencia ha de ser v/2d (suponemos que la circunferencia
infinita tiene radio 1), que a su vez ha de coincidir con el eje menor de H. Asi
pues,

Los horociclos del plano de Klein son las elipses osculantes a la cir-
cunferencia infinita cuyos ejes miden d y v2d, con 0 < d < 2.
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Ejercicio: Probar que los horociclos de centro O quedan fijos por las reflexiones
respecto de rectas que pasan por O.

Ejercicio: Probar que si dos puntos P y @ estdan en un mismo horociclo de centro O,
entonces la distancia de P a OQ es igual a la distancia de @ a OP. Deducir de aqui
una caracterizacién de los horociclos en términos de la distancia hiperbdlica.

Hagamos una ultima observacién sobre los horociclos: la transformacién de
una recta horizontal del semiplano de Poincaré en un horociclo en el plano
hiperbdlico visto como subconjunto del plano proyectivo es una composicién de
proyecciones perspectivas, luego es una homografia. Los giros infinitos de centro
O son traslaciones horizontales en el semiplano de Poincaré, luego inducen sobre
los horociclos las homografias de la forma P, — P,,, luego lo mismo vale en
el modelo proyectivo.

Traslaciones Definimos una traslacion hiperbédlica como la composicién de
dos reflexiones respecto a rectas hiperparalelas. El modelo que muestra més
claramente las traslaciones es el semiplano de Poincaré. Si lo identificamos
concretamente con el semiplano y > 0 en R?, no perdemos generalidad si supo-
nemos que la perpendicular comun a los ejes de las dos reflexiones es el semieje
x = 0. Entonces estos ejes son dos semicircunferencias de centro (0,0) y es ficil
ver que la composicién de las reflexiones respecto a ambas es una homotecia
(z,y) — (az,ay) con a > 0. Mds ain, toda homotecia de centro (0,0) y razén
positiva es una traslacién hiperbdlica.

También es claro que la tnica recta fijada es el semieje vertical. En general,
cada traslacién hiperbdlica fija a una unica recta, a la que llamaremos eje de la
traslacién. Las traslaciones con un eje dado forman un grupo isomorfo a R*.

Las imédgenes de un punto P a través de todas las traslaciones de eje r forman
una figura llamada curva equidistante a v por P. En el modelo de traslaciéon en
el semiplano de Poincaré, las equidistantes al semieje z = 0 son las semirrectas
que pasan por el origen.

Su nombre se debe a que si P no esta en r, la equidis-

tante a r por P estd formada por todos los puntos que Q
estan en el mismo semiplano que P respecto a r y cuya P
distancia a r es la misma que la de P. La razdn es que, si
r es la semirrecta x = 0 en el semiplano de Poincaré, la
semicircunferencia de centro (0,0) que pasa por un punto ) de una equidistante
es la perpendicular a r por @, y lo mismo vale para P, y la traslacién que lleva
P a () es una isometria que transforma una en la otra.

Dada una recta r y un nimero d > 0, existen dos equidistantes a una
distancia d de r, una en cada uno de los semiplanos determinados por r. Si
pasamos a un circulo las dos equidistantes a una recta se convierten en dos
arcos de circunferencia que pasan por sus puntos infinitos.

Al pasar al modelo proyectivo nos encontramos con que las dos equidistantes
se convierten en dos arcos de una misma coénica.
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En efecto: No perdemos generalidad si suponemos que R
r es un didmetro (digamos el horizontal) del plano de Klein.
Por concretar supondremos que la circunferencia infinita C
es la circunferencia de centro (0, 0) y radio 1 y que r es el eje
y = 0. Sean P y @ los puntos infinitos de r. Las tangentes
a C por Py @ son las rectas verticales x = +1. Dado
cualquier punto R es claro que existe una tinica cénica €’
osculante a C por Py @ y que pasa por R.

Es fécil obtenerla como imagen de C' por una afinidad que fija a los ejes
x =0ey =0, por lo que € es una elipse con estas rectas como ejes. Una
reflexién respecto a una recta vertical intercambia los puntos P y @ asi como
las tangentes a C' (luego también a €) por estos puntos. Ademds fija a dos
puntos de €, luego de hecho fija a C. Por consiguiente las traslaciones de eje r,
que son composicion de dos de estas reflexiones, también fijan a C. Esto prueba
que la equidistante a r por R estd contenida en C. Mads concretamente en el
arco de C que estd en el mismo semiplano que R respecto a r. Por otra parte,
cada recta vertical ha de cortar a la equidistante a r por R y s6lo corta a dicho
arco de € en un punto, luego tenemos la igualdad.

Falta probar que el arco opuesto de C es la otra equidistante correspondiente
a la misma distancia, pero esto es evidente, pues la reflexién respecto a r fija
a € (porque una elipse es simétrica respecto de sus ejes), luego cada punto del
arco opuesto dista de r lo mismo que su simétrico. En resumen:

Las equidistantes a una recta r son las conicas osculantes a la conica
infinita por los puntos infinitos de r. Mds exactamente, son los dos
arcos en que estos puntos dividen a la conica.

Reflexion con traslacion Una reflexion con traslacién es simplemente la
composicion de una traslacion con la reflexién respecto de su eje.

Teorema 12.18 Toda isometria del plano proyectivo distinta de la identidad
es de uno de los cinco tipos anteriores.

DEMOSTRACION: Recordemos del capitulo IX que toda homografia en una
conica determina un centro y un eje. De la propia definicién se sigue que el eje
pasa por los puntos fijos de la cénica si es que los hay. Por lo tanto, el eje es
secante, tangente o exterior a la conica segun si la homografia es hiperbdlica,
parabdlica o eliptica. En el ultimo caso el eje corta a la cénica en dos puntos
imaginarios, fijados por la extension de la homografia a la complexificacién.
Es claro entonces que la homografia ha de fijar al eje en cualquier caso, y
por consiguiente también al centro, que es su polo. Recordemos también el
teorema 9.53, segin el cual el centro de la composicién de dos involuciones es
la interseccién de los ejes de éstas.

Sea, pues, una isometria hiperbdlica f de centro O y eje r. Si O es un punto
finito entonces podemos tomarlo como centro del plano de Klein y concluir que
f ha de ser un giro o una reflexiéon. Como la restriccion de f a la circunferencia
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infinita es eliptica (el eje es exterior) de hecho ha de ser un giro. Asf pues, los
giros son las isometrias hiperbdlicas con centro finito. El centro del giro coincide
con el centro en el sentido general.

Si O es infinito, podemos descomponer f en producto de dos involuciones, y
sus ejes pasardn por O y no pueden ser tangentes (porque no hay involuciones
parabdlicas) luego son rectas finitas y por consiguiente f es un giro infinito de
centro O. Concluimos que los giros infinitos son las isometrias hiperbdlicas de
centro infinito. El centro del giro coincide con el centro en sentido general.

Si O es ultrainfinito entonces el eje r es una recta finita. Si f es una in-
volucién entonces es la reflexion respecto a r. En caso contrario expresamos
f como composicién de dos involuciones. La prueba del teorema 8.54 muestra
que podemos exigir que una de ellas sea hiperbdlica, es decir, una reflexién. Si
ambas son reflexiones entonces f es una traslacion, pues los ejes de las refle-
xiones se cortan en el punto ultrainfinito O. Notamos también que el eje de la
traslacion coincide con el eje en sentido general.

Si una de las involuciones sea eliptica el determinante de f ha de ser negativo.
Consideramos la reflexién g respecto a r. Entonces fg fija a los puntos infinitos
de r, luego sigue teniendo eje r, pero tiene determinante positivo. Asi pues,
ha de descomponerse en producto de dos reflexiones y es, por consiguiente, una
traslacién. Por consiguiente, f = (fg)g es una simetria con traslacién. Es facil

ver que fg=gf. m

Finalmente probamos que las isometrias pueden caracterizarse como en el
caso euclideo como las biyecciones que conservan las distancias. Maés ain, de
hecho toda semejanza es una isometria.

Teorema 12.19 Una biyeccion f de (el conjunto de puntos finitos del) plano
hiperbélico en si mismo que cumpla d(f(P), f(Q)) = kd(P,Q), para todo par
de puntos P y Q, con k > 0, es una isometria. En particular ha de ser k = 1.

DEMOSTRACION: Es ficil ver que tres puntos P, @), R son colineales si y
sélo si ordenados adecuadamente cumplen d(P,Q) = d(P, R) + d(R,Q). Por
lo tanto f transforma puntos colineales en puntos colineales, luego transforma
rectas en rectas. Mas aun, f transforma un tridngulo en otro con sus lados
proporcionales, luego ha de ser £k = 1 y ademds f conserva dngulos. Sean Py
Q dos puntos cualesquiera. Existe una isometria g que coincide con f sobre Py
Q. Basta probar que fg~' es una isometria, y esta aplicacién tiene las mismas
propiedades que f ademads de que fija a P y (). Podemos suponer, pues, que f
fija a estos puntos. De aqui se sigue que f fija a cada punto de la recta PQ.

Es facil ver que f fija o intercambia los semiplanos respecto de PQ. Com-
poniéndola si es preciso con la reflexiéon respecto de PQ podemos suponer que
los fija. Dado cualquier punto R exterior a PQ sea R’ = f(R). Los tridngulos

PQR y PQR’ son congruentes y estdn en el mismo semiplano respecto a PQ,
luego han de ser iguales, luego f(R) = R, luego f es la identidad. =






Capitulo XIII

La geometria eliptica

Hasta ahora hemos estudiado dos ejemplos de geometrias métricas, es decir,
geometrias donde estd definida la distancia entre dos puntos y la perpendiculari-
dad entre rectas. Una es la geometria de los planos parabdlicos, que se obtienen
eliminando una recta de un plano proyectivo; la segunda es la geometria hi-
perbdlica, en la que nos quedamos s6lo con los puntos interiores de una conica.
La geometria eliptica, que vamos a estudiar ahora, es la geometria métrica del
plano proyectivo completo, considerando a todos los puntos finitos. Asi como la
geometria hiperbdlica incumple el axioma E de Euclides porque por un punto
exterior a una recta pasa mas de una paralela, la geometria eliptica lo incumple
en sentido contrario: como bien sabemos, en un plano proyectivo no existen
paralelas.

Formalmente, la geometria eliptica se puede desarrollar de forma completa-
mente andloga a la hiperbdlica. El tnico cambio es que vamos a tomar como
cénica infinita una cénica imaginaria, de modo que no dé lugar a ninguna di-
visién de los puntos del plano. Al igual que en los otros casos, podriamos definir
espacios elipticos de cualquier dimension, pero nosotros nos limitaremos al caso
plano porque es completamente representativo y mas simple en la préctica.

13.1 El plano eliptico

Definicién 13.1 Un plano eliptico es un plano proyectivo real en el que hemos
seleccionado una cénica imaginaria (cénica infinita). Diremos que dos rectas
son perpendiculares si son conjugadas respecto a la cénica infinita. Llamare-
mos grupo eliptico o grupo de isometrias al grupo de las homografias que fijan
a la cénica infinita. Dos figuras son congruentes si existe una isometria que
transforma una en otra.

Vamos a introducir un modelo que nos permita relacionar la geometria
eliptica con la euclidea. El plano proyectivo es de la forma P(V'), donde V
es un espacio vectorial tridimensional real. Existe un sistema de referencia pro-
yectivo respecto al cual la cénica infinita tiene ecuacién z2 + y? + 22 = 0. Este
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sistema de referencia se corresponde con una base de V. Dotamos a V' del pro-
ducto escalar que en dicha base tiene matriz identidad, es decir, el producto
respecto al cual dicha base es ortonormal. Mas en general, podemos considerar
a V' como un espacio afin euclideo en el que hemos fijado un sistema de refe-
rencia ortonormal de modo que los puntos del plano proyectivo son las rectas
que pasan por el origen O y las coordenadas homogéneas de un punto son las
coordenadas en el sistema de referencia fijado de uno de los puntos (que no sea
0) de la recta correspondiente.

Dos puntos de coordenadas X e Y son conjugados respecto de la conica
infinita si y sélo si XY? = 0, es decir, si y sélo si vistos como rectas de V son
ortogonales.

Las rectas proyectivas estan formadas por los puntos que cumplen una
ecuaciéon ax + by + cz = 0, es decir, son los planos de V que pasan por O.
También es claro que un punto y una recta son conjugados si y sélo si, vistos
como recta y plano, uno es perpendicular al otro.

Todas estas relaciones se pueden simplificar si escogemos representantes con-
cretos en V' para los puntos proyectivos. Sea S la esfera en V de centro O y
radio 1. Cada recta que pasa por O corta a S en dos puntos antipodas. En
términos proyectivos, cada punto tiene dos ternas de coordenadas homogéneas
sujetas a la restriccién z? + y2 + 22 = 1. Podemos, pues, identificar el plano
proyectivo con el conjunto de los pares de puntos antipodas de S. De ahora en
adelante y salvo que indiquemos lo contrario, cuando hablemos de un punto de S
nos referiremos a un par de puntos antipodas considerados como un solo objeto.
Las rectas proyectivas se corresponden con las intersecciones con S de los planos
que pasan por su centro, es decir, son los llamados circulos mdzimos de la esfera,
las circunferencias cuyo radio coincide con el de la esfera. Dos circunferencias
son ortogonales (en el sentido de la geometria eliptica) si la perpendicular por
el origen del plano de una pasa por la otra. En otros términos, que si tomamos
a una como ecuador de la esfera, sus perpendiculares son las circunferencias que
pasan por los polos. Es fécil ver que esto equivale a que sean ortogonales en el
sentido del capitulo 11.

Consideremos ahora una isometria eliptica f. Podemos verla también como
un automorfismo de V' (visto como espacio vectorial). Sean X e Y las coordena-
das de dos puntos y sean X’ e Y’ las coordenadas de sus imdgenes. Puesto que
f ha de conservar la polaridad de la conica infinita, los puntos seran conjugados
si y sélo si lo son sus imagenes, es decir, XY = 0 es equivalente a X'Y"t = 0.
Esto significa que f conserva la ortogonalidad en V, luego es una semejanza,
luego f = kg, donde k es un nimero real no nulo y g es una isometria lineal
de V. Ahora bien, es claro que f y ¢ inducen la misma homografia en el plano
proyectivo, luego podemos concluir que las isometrias elipticas estan inducidas
por las isometrias lineales de V. El reciproco es cierto: si f es una isometria
lineal y A es su matriz en el sistema de referencia que estamos considerando,
un punto estd en la cénica infinita si sus coordenadas (imaginarias) cumplen
XX* = 0. Su imagen por f tiene coordenadas XA y, como A es una matriz
ortogonal, X AA*X* = XX = 0, luego la imagen sigue en la cénica. En re-
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sumen: las isometrias elipticas son exactamente las homografias inducidas por
las isometrias lineales de V' o, equivalentemente, por las isometrias de V' (visto
como espacio afin) que fijan a O.

Definiciéon 13.2 Llamaremos modelo esférico de la geometria eliptica al con-
junto S formado por los pares de puntos antipodas de una esfera euclidea. Las
rectas elipticas son los circulos maximos. Dos rectas son perpendiculares si lo
son sus tangentes en los puntos de corte. Una isometria eliptica es la restriccion
a S de una isometria del espacio euclideo que fija al centro de S.

Ademés hemos visto que el polo de una recta en el modelo esférico es el par
de polos (en el sentido geogréfico) cuando consideramos a la recta como ecuador.

Las isometrias del modelo esférico son en particular homografias, luego con-
servan angulos en el sentido del capitulo 11. Podemos, pues, definir el dngulo
entre dos rectas elipticas en la esfera como el angulo euclideo entre sus tan-
gentes por los puntos de corte y es claro entonces que dos pares de rectas son
congruentes si y sélo si forman el mismo angulo. Veamos que el dngulo entre
dos rectas puede definirse sin hacer referencia al modelo esférico exactamente
como en la geometria hiperbdlica, es decir,

1
T = 5 \arng(rl,rg,[l,Igﬂ y

donde I; e I son las tangentes a la cdnica infinita por el punto ry Nry y el
argumento se toma en |—m, [.

En efecto, el angulo definido asi es sin duda invariante por isometrias. Basta
probar que ambas definiciones coinciden sobre rectas que pasan por el polo norte
(0,0,1). Sus coordenadas homogéneas serén de la forma (a,b,0) y (a’,b’,0). Sus
tangentes por el polo norte serdn las intersecciones de los planos ax +by =0y
a’x+b'y = 0 con el plano z = 1. Ahora bien, podemos identificar el plano z = 1
con el plano afin que resulta de eliminar la recta z = 0 en el plano proyectivo
de partida. Entonces las tangentes cuyo angulo hemos de medir son las propias
rectas iniciales (sin su punto infinito). Con mds detalle: en este plano afin
tenemos ahora una estructura euclidea, de modo que las coordenadas cartesianas
(z,y) correspondientes a las coordenadas homogéneas (z,y, 1) estédn asociadas a
un sistema de referencia ortonormal. Hasta aqui tenemos que el angulo entre las
rectas definido en el modelo esférico corresponde con el dngulo entre ellas mismas
respecto a esta estructura euclidea. Este dngulo puede calcularse por la férmula
de Cayley, que es formalmente idéntica a la que queremos probar. Sélo hemos
de asegurarnos de que las tangentes a la conica infinita por el punto de corte
(0,0,1) coinciden con las rectas isétropas por dicho punto, pero esto es obvio,
pues ambas son las rectas x + iy = 0. En efecto, ambas pasan por los puntos
circulares (1,44, 0) y sus coordenadas homogéneas cumplen 22 + y2 + 22 = 0.

Podemos plantearnos la férmula analoga a la distancia hiperbdlica entre dos
puntos P y @ en términos de la razén doble R(P,Q, Py, Qw), donde Py y
Qoo son los puntos de corte entre la cénica infinita y la recta PQ. Ahora bien,
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puesto que las coordenadas homogéneas de un punto coinciden con las de su
polar, vemos que las coordenadas de P, ¥ Qoo son también las de las rectas
tangentes a la cénica infinita por el punto en que se cortan las polares de Py
@, luego dicha razén doble es un nimero complejo de médulo 1 cuyo argumento
es el angulo entre dichas polares. Esto nos lleva a la definicién siguiente, donde
recogemos también la definicién de dngulo que hemos discutido anteriormente.

Definicion 13.3 Llamaremos distancia eliptica entre dos puntos P y ) como

AP, Q) = 5 lara R(P,Q, Pao, Q)]

donde P, y Q son los puntos en que la recta PQ corta a la conica infinita y
el argumento se toma en |—7, 7[.
El dngulo eliptico entre dos rectas r1 y 72 es

o 1
rire = 5 |a1‘g:R(7'1,7’2,Il,I2)| )

donde I; e I> son las tangentes a la cénica infinita por el punto ry Nry y el
argumento se toma en |—m, [.

Ambas magnitudes pueden variar en [0,7/2[, con el convenio de que son
nulas si los puntos o las rectas son iguales. Ambas se conservan por isometrias.
Hemos probado que la distancia entre dos puntos es el &ngulo entre sus polares.
En el modelo esférico la distancia entre dos puntos Py ) coincide con el angulo
entre las rectas OP y OQ), donde O es el centro de la esfera. El angulo entre
dos rectas es el definido en el capitulo 11.

También es claro que dos pares de puntos/rectas son congruentes si y sélo
si su distancia/dngulo es el mismo.

Exactamente el mismo argumento que en el caso de la geometria hiperbdlica
nos lleva a las férmulas:

' +yy + 22’
Va2 + 2+ 2222 + g%+ 2’

cosd =

zx' +yy + 22/
VEZ+ 2 4 222 1 y? + 2’
donde (x,y,2) y (2,4, 2") son las coordenadas homogéneas de dos puntos,/rec-

tas. No obstante estas férmulas se siguen inmediatamente del modelo esférico
usando las propiedades del producto escalar en V.

cosf =

13.2 Bilateros y tridngulos

La ordenacién circular de la geometria eliptica confiere a plano propiedades
muy distintas de las que se siguen de la ordenacién lineal de las geometrias
euclidea e hiperbdlica. Para empezar hemos de tener presente que dos puntos no
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determinan un segmento, sino dos segmentos complementarios. De este modo,
cuando hablemos de un segmento AB habremos de entender que se trata de uno
de los dos segmentos de extremos A y B. Recordemos que habiamos adoptado
el convenio de llamar ACB al segmento de extremos A y B que contiene a C.

Es facil ver que un segmento y su complementario no son congruentes salvo
que los extremos disten 7/2. Por ello no podemos definir la longitud de un seg-
mento como la distancia entre sus extremos, ya que en tal caso estariamos asig-
nando la misma longitud a segmentos complementarios no congruentes. Para
definir adecuadamente la longitud de un segmento nos basaremos en el hecho
siguiente, que se comprueba sin dificultad en el modelo esférico:

Cada segmento eliptico AB contiene un tinico punto C con la pro-
piedad de que d(A,C) = d(C,B). Lo llamaremos punto medio del
segmento.

Ahora definimos la longitud de un segmento como el doble de la distancia de
sus extremos a su punto medio. La idea es que en el modelo esférico un segmento
es un arco de circunferencia de amplitud menor que 7 (en realidad es un par de
arcos antipodas de amplitud menor que ), por lo que la mitad de un segmento
es un arco de amplitud menor que 7/2 y asf la amplitud de este arco si coincide
con la distancia entre sus extremos, luego la longitud del segmento completo asi
definida coincide con su amplitud como arco. Ahora si podemos afirmar que dos
segmentos son congruentes si y sélo si tienen la misma longitud. Es facil probar
que la longitud de un segmento y la de su complementario suman 7. Podemos
expresar esto diciendo que las rectas tienen longitud .

Una recta no divide al plano en dos partes. Dos rectas no
lo dividen en cuatro angulos, sino en dos regiones que pode-
mos llamar bildteros. Un bilatero tiene un vértice y dos lados.
Dos puntos estan en el mismo bildtero si existe un segmento
que los une sin cortar a los lados. Una forma facil de probar
estos hechos es observar que los bilateros son simplemente los
semiplanos que determina una recta en el espacio afin que
resulta de tomar a la otra como recta infinita. Podemos asignar una medida al
angulo de cada bilatero del mismo modo que hemos hecho con los segmentos.
La suma de los angulos de dos bilateros complementarios es 7.

Consideremos tres puntos no colineales A, B, C. To-
memos AB como recta infinita. Entonces los bilateros de
vértice A y lados AB 'y AC se convierten en los dos semipla-
nos determinados por AC. La recta BC' es secante a AC,
luego divide al plano en cuatro angulos. Dos puntos estdn
en el mismo dngulo si y sélo si el segmento (afin) que los
une no corta a BC ni a AC, o equivalentemente, si y sélo si existe un segmento
que los une y no corta a ninguna de las rectas AB, AC, BC.

Esta caracterizacion es simétrica y no depende de la recta que hemos to-
mado como infinita ni del orden de los puntos, luego podemos afirmar que tres
puntos no colineales A, B, C' dividen al plano en cuatro partes que llamaremos
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tridngulos de vértices A, B, C. Es claro por las definiciones que dos puntos
estan en el mismo tridngulo de vértices A, B, C si y sélo si estan en el mismo
bildtero de vértice A y lados AB, AC, en el mismo bilatero de vértice B y lados
BA, BC y en el mismo bildtero de vértice C' y lados CA y CB. Llamaremos
A, B y C para un tridngulo dado T' a los bildteros de vértices A, B, C' que
contienen a T', y los llamaremos dngulos de T’

Sea T un tridngulo de vértices A, B, C. Podemos tomar una recta que pase
por A pero no esté contenida en A. Sila convertimos en recta infinita las rectas
AB y AC se vuelven paralelas y T se convierte en el conjunto de los puntos
comprendidos entre ambas y que estan en uno de los semiplanos determinados
por BC. Vemos entonces que de los dos segmentos que B y C determinan en
BC', uno esta contenido en el dngulo A y el otro es exterior a él.

En general, llamaremos lado opuesto al vértice A al segmento de BC conte-
nido en A. Lo mismo vale para los otros vértices. Dado un tridngulo T, cada uno
de los otros tres tridangulos con sus mismos vértices comparte con 7" un angulo
y su lado opuesto. Los otros dos lados y angulos son los complementarios de los
deT.

Si, al igual que antes, representamos a un tridngulo 7' como el conjunto de
puntos afines comprendidos entre dos rectas paralelas y situados en un mismo
semiplano respecto a una tercera recta r, veremos claramente que existe una
recta que no corta a ninguno de sus lados (ni pasa por sus vértices). Basta
tomar una recta paralela a r en el semiplano opuesto a T'. Tenemos, pues, que
siempre existe una recta que no corta a ninguno de los lados de un triangulo. Si
tomamos esta recta como infinita 7" se convierte en un tridngulo afin ordinario.
De aqui podemos traducir al plano eliptico algunos teoremas sobre la ordenacion
lineal. Por ejemplo, una recta no puede cortar a los tres lados de un tridngulo.
Sin embargo, el hecho de que exista una recta que no corta a los vértices y lados
de un tridngulo implica que corta a los complementarios de los lados, luego estos
segmentos no son los lados de ningtin triangulo.

Esto muestra que tres segmentos pueden conectar tres
puntos y pese a ello no ser los lados de ningin triangulo.
Con més detalle: digamos que un tridangulo tiene lados a,
b, ¢ y llamemos —a, —b, —c a los complementarios. Enton-
ces los otros tridngulos tienen lados (a, —b, —c), (—a, b, —c)
y (—a,—b,c). Las otras cuatro combinaciones son imposi-
bles. Vemos entonces que si en una combinacién posible de
segmentos cambiamos uno por su complementario obtenemos una combinacién
imposible y viceversa.

Teorema 13.4 Un lado de un tridngulo es menor que la suma de los otros dos.

DEMOSTRACION: Consideremos un tridngulo eliptico ABC. Supongamos
que AB es el lado mayor. Si el tridngulo tiene dos lados iguales mayores o iguales
que el tercero la desigualdad es obvia. Bastard probar que AB < AC + CB.
Trabajamos en el modelo esférico. Sea O el centro de la esfera. En cuanto
sigue AB representara el segmento euclideo de extremos A y B y en lugar del
segmento eliptico correspondiente.



13.2. Bildteros y triangulos 393

Sea D el punto sobre AB queﬁce A0D = AOC. Sea 19
C’ el punto sobre la semirrecta OC tal que OC’ = OD.
Entonces AOC" = AOAD7 _pues tienen dos lados iguales y el
angulo entre ellos, luego AC" = AD.

AhoraBC’>E AC" = AB — AD = DB. LosA D=1
tridngulos OBC" y OBD tlenen dos lados 1guales y un ladc lado \V

desigual BC” > DB, luego BO( BOC" > BOD = AOB—AOD, c’
es decir, BOC > AOB — AOC, que en términos del tridngulo eliptico original
es AB < AC' 4 CB, como habia que probar. =

Ejercicio: Probar que un lado de un tridngulo eliptico es siempre mayor que la
diferencia de los otros dos.

Teorema 13.5 La suma de los lados de un tridngulo es menor que 27.

DEMOSTRACION: Si el tridngulo tiene lados a, b, ¢, consideramos uno de
los tridngulos adyacentes, digamos el de lados m — a, m — b, ¢. Por el teorema
anterior ¢ < ™ —a + 7 — b, luego a + b+ ¢ < 2m. L]

Al aplicar la polaridad de la cénica infinita a las rectas que pasan por el
vértice de un bilatero y estan contenidas en él obtenemos un segmento. Es
facil ver que si el dngulo del bildtero mide a lo sumo 7/2 lo mismo le ocurre al
segmento, y en tal caso el angulo del bilatero coincide con el que forman sus
lados y la longitud del segmento coincide con la distancia entre sus extremos,
y ademds sabemos que ambas coinciden. Es decir, la polaridad transforma
bilateros rectos y agudos en segmentos de la misma longitud. Pasando por los
complementarios vemos que también es cierto para bilateros obtusos.

En particular la polaridad transforma los tres dngulos de un tridngulo T'
en tres segmentos que conectan los polos de sus lados. La longitud de cada
segmento es igual a la amplitud del angulo del que proviene. Sin embargo estos
segmentos no son los lados de ningun triangulo. Para probarlo observamos que
un punto P del tridngulo esta contenido en una recta contenida en cada angulo,
luego su recta polar pasa por un punto de cada segmento. Por consiguiente,
los complementarios de estos segmentos si son los lados de un tridngulo (al
tomar complementarios tres veces pasamos de una combinacién imposible a
otra posible).

Definicién 13.6 Llamaremos tridngulo polar de un tridangulo eliptico T al tri-
angulo que tiene por vértices los polos de las prolongaciones de sus lados y por
lados los complementarios de los segmentos formados por los polos de las rectas
contenidas en sus angulos.

Hemos probado que si T” es el tridngulo polar de T y los 4ngulos de T miden
a, By v, entonces los lados de T’ miden 7 — o, 71 — 3, m — 7y

Veamos que los angulos de T” son los complementarios de los bildteros for-
mados por las polares de los puntos de los lados de T'. Digamos que los vértices



394 Capitulo 13. La geometria eliptica

de T'son A, B, C'y sus lados opuestos son a, b, ¢. Tomemos un punto @ de la
recta BC. Entonces @) estard en a si y sélo si la recta AQ estd en A, si y sélo si
p(AQ) no estd en el lado de T de extremos p(AB), p(AC), si y sélo si p(Q) no
estd en el bildtero de vértice p(BC), si y sélo si p(Q) estd en el complementario
de dicho bilatero.

Con esto es inmediato el teorema siguiente:

Teorema 13.7 SiT es un tridngulo eliptico y T’ es su tridngulo polar, entonces
T es el tridngulo polar de T'. Si los dngulos de T miden o, B, v y sus lados
miden a, b, ¢, entonces los lados de T' miden m —a, ™ — 3, 1 — y sus dngulos
miden ™ —a, m—b, T —c.

Este teorema nos permite extender a la geometria eliptica el principio de
dualidad de la geometria proyectiva. Veamos una primera aplicacion:

Teorema 13.8 La suma de los dngulos de un tridngulo es mayor que ™ y menor
que 3.

DEMOSTRACION: Si los dngulos del tridngulo son «, 3, 7, entonces el teorema
anterior aplicado al tridangulo polar nos da 0 < m —a+7— 0+ 7 — v < 2,
luego ™ < a4+ v < 3. "

Ejercicio: Probar que un tridngulo coincide con su polar si y sélo si todos sus lados
y dngulos miden /2.

13.3 Isometrias elipticas

Las isometrias elipticas son mucho més simples que las euclideas o las hi-
perbdlicas. Consideremos el modelo esférico. Una isometria eliptica estd indu-
cida por una isometria euclidea que fija a la esfera, y sabemos que en un sistema
de referencia adecuado su matriz ha de ser de la forma

cosf senf O
—senf cosf O
0 0 +1

Si multiplicamos todos los coeficientes por —1 obtenemos otra isometria
euclidea que induce la misma isometria eliptica (pues estamos componiéndola
con la isometria que intercambia los puntos antipodas). Por consiguiente po-
demos suponer que la ultima entrada es un +1. En definitiva, cada isometria
eliptica est4 inducida por un tinico giro en R3.

El eje del giro corta al plano eliptico en un tnico punto O. Es claro que O
es un punto fijo, al igual que lo es su recta polar r. Si el angulo 0 es distinto
de 7 entonces O es el tnico punto fijo y 7 la tnica recta fija. Si § = 7 entonces
la isometria fija también a todos los puntos de r y a todas las rectas que pasan
por O. En definitiva:



13.4. Trigonometria eliptica 395

Teorema 13.9 Si f es una isometria del plano eliptico distinta de la identi-
dad, ezisten un punto O y una recta v univocamente determinados, a los que
llamaremos centro y eje de f de modo que los unicos puntos fijados por f son
O y quizd los puntos de T, y las unicas rectas fijadas por f son r y quizd las
rectas que pasan por O. Ademds r es la recta polar de O.

Por razones obvias las isometrias elipticas se llaman también giros.

13.4 Trigonometria eliptica

La trigonometria eliptica es completamente analoga a la hiperbdlica. Con-
sideremos un tridngulo de vértices A, B, C, lados a, b, ¢ y dngulos «, 3, 7,
relacionados como es habitual. Comenzaremos demostrando el teorema del co-
seno.

Supongamos primeramente que o'y b son agu- C
dos. Sea P la proyeccién ortogonal de C' sobre el
plano AOB y sea M su proyeccién ortogonal sobre a
OA. El plano CPM es perpendicular a OA, pues
contiene las rectas CP y C'M, ambas perpendi- he
culares a OA. Por consiguiente, las rectas M P
y MC son paralelas a las tangentes a la esfera [0) 5
por M contenidas en los planos OAB y OAC res-

pectivamente, es decir, CMP = a. Claramente
se tiene ademds que OM = cosb, MC = senb,
MP =senbcosa, PC =senbsena. A

M

. —_— —  — — ,

Consideremos la suma de vectores OM + M P + PC = OC' y proyectémosla

ortogonalmente sobre la recta OB. Si llamamos p a la proyeccion es facil com-
probar que

—
p(OM) = cosbcosec,

—
p(MP) = senbcosa cos(m/2 —c¢) =senb senc cosq,
p(P—C)') = 0,

—
p(OC) = cosa.

Por lo tanto
cosa = cosbcosc + senbsenc cosa. (13.1)

Si o > 7/2 entonces cambia el sentido de ]\TP>7 pero también cambia el signo
de cosa, luego la férmula sigue siendo valida. Si b > /2 entonces aplicamos
la férmula al tridangulo adyacente de lados a, @ — b, m — ¢ y el mismo angulo
a y obtenemos la misma férmula para el tridngulo dado. Si @ = /2 entonces
M = P ysib=n/2entonces O = M. En ambos casos la férmula se deduce sin
dificultad.
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Volviendo al caso en que « y b son agudos, consideremos ahora la proyeccion
sobre el eje perpendicular al plano AOB. Entonces

p(OM) = 0,

—
p(MP) = 0,

—

p(PC) = senbsena,
p(OC) = senhe,

donde h. es la altura del tridangulo que une C con c. Tenemos, pues,
sen h. = senbsen a,

y como antes se comprueba que esta relacién es vélida en el caso general.
Aplicdndola a [ obtenemos sen h, = sen asen 3. Despejando sen h, e igualando
obtenemos el teorema de los senos. Asi pues,

sena senb senc

= . 13.2
sena  sen3  senvy ( )

Las férmulas (13.1) y (13.2) se conocen como fdrmulas de Bessel.

La férmula (13.1) muestra que si dos tridngulos tienen los lados iguales
entonces también tienen los dangulos iguales, y de aqui se sigue facilmente que
son congruentes. Por dualidad, si dos tridngulos tienen los angulos iguales
también son congruentes. De hecho, aplicando la férmula (13.1) al tridngulo
polar obtenemos el teorema del coseno para un lado:

cosa = — cos 3 cosy + sen 3sen~y cosa. (13.3)

Dejamos a cargo del lector la comprobacién de que todas las férmulas de
la trigonometria hiperbdlica son vélidas para tridngulos elipticos cuando las
razones hiperbdlicas se sustituyen por las correspondientes circulares. Todas
las comprobaciones son faciles a partir de las férmulas que ya tenemos. Por
ejemplo, el teorema del coseno cuando oo = 7/2 se convierte en el teorema de
Pitégoras eliptico:

cosa = cosbcosc.

Cada relacion tiene una dual, resultante de aplicarla al tridngulo polar. Por
ejemplo, todo tridngulo rectildtero (con un lado recto, digamos a) cumple

cosa = — cos 3 cos 7.
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excentro, 67
exradio, 67
exterior (punto), 2
exterior/interior, 290

factores invariantes, 153, 155, 160,
163
foco, 336
forma bilineal
antisimétrica, 232
ortosimétrica, 232
simétrica, 232
forma canénica, 156, 161, 172
frontera
de un circulo, 21
de un semiplano, 5
de un tridngulo, 8
de un angulo, 6
funcién
exponencial, 42
logaritmica, 42

geometria, 2
euclidea, 50
métrica, 9
ordenada, 3

giro, 99, 173, 306, 380
infinito, 381



400

orientado, 324
grupo

afin, 139

circular, 354

de traslaciones, 140

eliptico, 387

hiperbdlico, 364

lineal, 139

ortogonal, 149

proyectivo, 214

haz de rectas, 186
hexagono, 198
hiperosculantes, 382
hiperplano, 79
hipotenusa, 18
hipérbola, 109, 296
homografia, 214, 286

eliptica, parabdlica, hiperbdli-

ca, 248

en una esfera, 355

entre conicas, 282

entre haces de rectas, 269
homologia, 220
homotecia, 141, 186

lineal, 141, 190

imaginarios conjugados, 297
incentro, 65
indice, 258
reducido, 262
inradio, 65
inscrita (figura), 276
intervalo, 39
inversién, 356
inversos (puntos), 313
involucién, 243
inducida por una cénica, 282
ortogonal, 299
isometria, 93, 303, 365, 387
directa/indirecta, 178
lineal, 94
isésceles (tridngulo), 12
isétropas (rectas), 300
isétropo, 308

Klein (plano de), 364
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Lorentz
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medianas, 69
mediatriz, 21
moédulo, 38, 116
movimiento, 178, 306

norma, 74, 90, 324
ndmero
complejo, 115
constructible, 121
real, 31

obtuso (dngulo), 18
ordenacién, 200

débil, 200
orientacién (del plano de Lorentz),

321

ortocentro, 70
ortogonal

grupo, 149

matriz, 149
ortogonalidad, 89, 90, 300
ortonormal, 90
ortosimétrica (forma), 232
osculante, 381

paralelismo, 3, 80, 184, 364
paralelogramo, 52
parte entera, 38
parte real/imaginaria, 116
paradbola, 111, 296
perpendicular, 18, 20, 300, 364, 387
perspectividad, 220
pi, 45
plano, 2, 79
arguesiano, 229
artiniano, 317
de Lorentz, 317
eliptico, 387



INDICE DE MATERIAS
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parabdlico, 299

proyectivo, 207
Poincaré (plano de), 374
polaridad, 233

de una conica, 265
polinomio

caracteristico, 165

minimo, 158, 160, 163
poligono regular, 124
potencia, 106
primos de Fermat, 126
principio de dualidad, 231
producto escalar, 89, 90, 328
prolongacién

de un segmento, 4

de un semiplano, 6

de una semirrecta, 5
proporcién, 34
proyeccién

paralela, 142, 201

perspectiva, 219, 270, 286
proyectivamente independientes, 212

punto, 2, 79
de tangencia, 278
finito, 207
infinito, 207, 364
medio, 16, 174
ultrainfinito, 364

rango, 156

reducido, 262
razén, 324

de una semejanza, 335
razon doble, 235

entre rectas, 314
recta, 2, 79

de Euler, 180

graduada, 30

orientada, 73
rectangulo, 53
reflexién, 175, 302, 365
relatividad especial, 317
rombo, 53

secantes

a una circunferencia, 23

planos, 3

rectas, 3
segmento, 4, 245
semejantes (tridngulos), 53
semejanza, 150, 299, 307

de matrices, 157

lineal, 150
semicircunferencia, 46
semihaz de semirrectas, 14
semiplano, 5

complementario, 6
semirrecta, b

complementaria, 5
seno, 62, 99

hiperbdlico, 331
sentido (de un vector), 74
separacion, 247

harménica, 238
signatura, 253, 254
simetria, 175, 306
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puntual,axial,especular, 175

simétrica (forma), 232
sistema de referencia, 84
canénico, 86
orientado, 325
ortonormal, 325
proyectivo, 215
soporte
de un circulo, 21
de un angulo, 6
suma
de segmentos, 10
de angulos, 15
ortogonal, 94

suplementarias (variedades), 142

suplementarios (dngulos), 14

Tales (posicién de), 53
tangente, 104
a una circunferencia, 23
a una cénica, 273
hiperbdlica, 332
temporal (punto, etc.), 321
Teorema
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transformacién circular, 353
transveccion, 222
traslacion, 140, 186, 383
traza, 167, 188
triangulo, 8, 226
eliptico, 392
equilatero, 12
escaleno, 12
isésceles, 12
medial, 179
ortico, 70
polar, 393

ultraparalelismo, 364

valor absoluto, 38
valor propio, 167
variedad

inducida, 211

lineal, 79

proyectiva, 211

vector

de posicién, 84

director, 75

fijo, 74
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